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Abstrakt 
Disertační práce je rozdělena na tři hlavní části se zaměřením na asynchronní motory. 
První část práce je zaměřena na elektromagnetický návrh a analýzu vinutí střídavých strojů. 
Je zde zaveden pojem hustota vodičů, jenž popisuje rozložení vinutí v drážkách. Je zde odvozen 
zcela obecný vztah pro výpočet celkového činitele vinutí použitelný pro vinutí libovolného typu. 
Druhá část se zabývá akcelerační metodou měření momentových charakteristik asynchron-
ních motorů. Změřené charakteristiky jsou použity při přesné identifikaci parametrů náhradního 
zapojení. 
 Třetí část je věnována možnostem velmi přesné identifikace parametrů náhradního zapojení 
asynchronního motoru ve formě Γ-článku. Identifikace je založena na vzájemném porovnání 













The doctoral thesis is divided into three main parts with a focus on induction motors. 
The first part deals with the electromagnetic design and analysis of windings of AC ma-
chines. There is introduced the density of conductors, which describes the distribution of the 
windings in the slots. There is derived general formula for calculation of the total winding factor 
applicable to any type of winding. 
The second part of this work deals with the acceleration method of the induction motors 
torque-speed characteristics measurement. The measured characteristics are used for exact iden-
tification of the equivalent circuit parameters of induction motor. 
The third section is focused on a very precise identification of the equivalent circuit parame-
ters of induction motor in the form of Γ-circuit. The identification is based on mutual compari-
son of measured and calculated torque-speed and current-speed characteristics. 
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Seznam použitých symbolů 
a - největší společný dělitel počtu cívek Nc a počtu pólových dvojic p 
A A.m-1 lineární proudové zatížení 
a2, a1, a0 N-1.m-1 obecné koeficienty momentové charakteristiky 
ap1 - počet paralelních větví 
at m střední šířka dříku zubu 
B T střední hodnota magnetické indukce ve vzduchové mezeře 
Bδ T přepočítaná hodnota magnetické indukce ve vzduchové mezeře 
B/zs T zdánlivá magnetická indukce ve statorovém zubu, značení podle [1] 
B00 T ideální magnetická indukce ve vzduchové mezeře 
b1 m výška statorové drážky 
b2 m výška rotorové drážky 
Ba,k T k-tá harmonická rozvoje magnetické indukce v kosinovou řadu 
Bb,k T k-tá harmonická rozvoje magnetické indukce v sinusovou řadu 
BFe T magnetická indukce v zubu 
Bk T k-tá harmonická magnetické indukce ve vzduchové mezeře 
Bmax T maximální hodnota magnetické indukce v zubu 
Bmax,k T k-tá harmonická maximální magnetická indukce v zubu 
bz1 m šířka zubu statoru u dna 
Bzs T skutečná hodnota magnetické indukce ve statorovém zubu, značení  
podle [1] 
c m drážková rozteč 
C(t) - B-spline 
cAl J.kg-1.K-1 měrná tepelná kapacita hliníku 
cos(ϕ) - účiník 
D m průměr vrtání statoru 
f Hz kmitočet 
fI(s,X) A rovnice obecné proudové charakteristiky, s – skluz a X – pole parametrů 
fM(s,X) N.m rovnice obecné momentové charakteristiky, s – skluz a X – pole parame-
trů 
fcost - cost funkce pro vyhodnocení chyby identifikace 
h m výška vodiče v drážce 
h1 m výška statorového jha 
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h2 m výška rotorového jha 
hsetr m šířka setrvačníku 
I A komplexní hodnota statorového proudu (efektivní hodnota) 
I A pole měřených hodnot proudů 
I/2 A 
komplexní hodnota rotorového proudu přepočteného na stator (efektivní 
hodnota) 
Iµ A efektivní hodnota magnetizačního proudu 
Iµ,ampl A amplituda magnetizačního proudu 
I0 A efektivní hodnota proudu naprázdno 
Ik A efektivní hodnota proudu nakrátko  
In A jmenovitá hodnota statorového proudu 
J kg.m2 celkový moment setrvačnosti rotoru a setrvačníků 
Jrotor kg.m2 moment setrvačnosti rotoru 
Jsetr kg.m2 moment setrvačnosti přídavného setrvačníku 
k - řád harmonické 
kγ,k - činitel natočení drážek pro k-tou harmonickou 
k1 - převrácená hodnota činitele deformace 
K1, K2 m koeficienty pro výpočet střední délky siločáry v železe 
kfFe - činitel plnění železa 
kq,k - činitel rozlohy pro k-tou harmonickou 
kt - činitel šířky zubu 
kw,k - celkový činitel vinutí pro k-tou harmonickou 
ky,k - činitel kroku pro k-tou harmonickou 
L  H indukčnost 
l m délka svazku bez ventilačních kanálů 
Lσ1 H statorová rozptylová indukčnost 
L/σ H rotorová rozptylová indukčnost přepočtená na stator 
Lµ
 H magnetizační indukčnost 
LAC H indukčnost s uvážením skinefektu 
LDC H stejnosměrná hodnota indukčnosti 
lFe m délka střední magnetické siločáry v železe 
lFe(α) m funkce délky siločáry v železe v závislosti na úhlu α 
Lk H indukčnost vinutí pro k-tou harmonickou hustoty vodičů 
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ll, l2, l3 m úseky pro výpočet délky siločáry 
Lp H pracovní indukčnost 
m - počet fází 
M N.m moment 
M N.m pole měřených hodnot momentů 
mAl kg hmotnost hliníkové klece 
Mavg N.m průměrná hodnota momentu 
Mz N.m zátěžný moment 
n - n-tá změřená hodnota 
N - celkový počet závitů, vodičů vinutí 
n(α) - hustota vodičů 
N(α) - funkce celkového počtu závitů v závislosti na úhlu α 
n0 - relativní počet vodičů 
na,k - kosinusový koeficient k-té harmonické rozvoje hustoty vodičů 
nb,k - sinusový koeficient k-té harmonické rozvoje hustoty vodičů 
Nc - počet cívek 
Ni - počet závitů, vodičů připadajících na i-tou cívku 
n
I(α) - hustota vodičů ve formě Diracových impulzů 
n
II(α) - hustota vodičů ve formě pravoúhlých impulzů rozprostřených na celou drážkovou rozteč 
n
III(α) - hustota vodičů ve formě pravoúhlých impulzů o šířce drážky 
Ninkr - počet pulzů na otáčku u snímače otáček 
nk - amplituda k-té harmonické hustoty vodičů 
Nmem - vnitřní paměť osciloskopu na jeden kanál 
Nmer - celkový počet měřených hodnot 
np - amplituda pracovní harmonické hustoty vodičů 
Ns1 - počet závitů v sérii 
p - počet pólových dvojic 
P W jmenovitý výkon 
P0 W příkon naprázdno 
p1, p2 - původní hodnoty parametrů 
p12, p21 - nové hodnoty parametrů 
Pi - i-tý kontrolní bod 
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Pk W příkon nakrátko 
pmax - minimální přípustná hodnota parametru 
pmin - maximální přípustná hodnota parametru 
Prot W ztráty v rotoru 
q - počet drážek na pól a fázi 
Q - celkový počet drážek 
q1, q2 - šířky pásem v počtu cívek v dvoupólovém Tingleyho schématu 
Qp  - počet drážek na pól 
r m poloměr rotorového svazku 
R/ Ω odpor rotorového vinutí přepočtený na stator 
r1 m vnitřní poloměr setrvačníku (poloměr hřídele) 
r2 m vnější poloměr setrvačníku 
R - množina všech reálných čísel 
R1 Ω odpor statorového vinutí 
RAC Ω odpor s uvážením skinefektu 
RDC Ω stejnosměrná hodnota odporu 
RFe Ω odpor reprezentující ztráty v železe 
s - skluz 
s - vektor měřených hodnot skluzů 
S - celkový počet přídavných setrvačníků 
SFe m2 průřez jádra  
t s čas 
t - pole uzlových bodů 
T s doba rozběhu  
Tosc s časová základna osciloskopu na jeden dílek 
U V komplexní hodnota statorového napětí (efektivní hodnota) 
u(t) V okamžitá hodnota napětí 
U0 V efektivní hodnota napětí naprázdno 
Uef V efektivní hodnota napětí 
Uef,k - efektivní hodnota napětí k-té harmonické 
Ui,k V indukované napětí pro k-tou harmonickou 
Uk V efektivní hodnota napětí nakrátko 
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Un V efektivní hodnota napětí jmenovitého 
Us V efektivní hodnota sdruženého napětí 
Vd1 - počet vodičů v jedné drážce 
wI A-1 jednotkový proudový váhový koeficient 
wM N-1.m-1 jednotkový momentový váhový koeficient 
Wrot J celková ztrátová energie v rotoru během rozběhu motoru 
X - pole parametrů 
Xσ1 Ω statorová rozptylová reaktance 
X/σ Ω rotorová rozptylová reaktance přepočtená na stator 
Xµ
 Ω magnetizační reaktance 
y - cívkový krok 
yi - cívkový krok i-té cívky 
yk - cívkový krok pro výpočet zlomkového vinutí 
α rad mechanický prostorový úhel 
αi rad pozice i-tého impulzu 
αs rad drážkový úhel, tj. úhlová vzdálenost dvou sousedních drážek 
β  - náhodně vygenerované číslo, β ∈ 〈0; 1〉 
βi rad úhlové posunutí osy i-té cívky od libovolně zvoleného souřadného systé-
mu 
γ rad natočení drážek 
δ m délka vzduchové mezery 
δp m přepočítaná vzduchová mezera 
δv m hloubka vniku 
∆n min-1 absolutní chyba měření rychlosti 
∆T K oteplení 
ε  rad.s-2 úhlové zrychlení motoru v místě odpovídajícím momentu zvratu 
εerr - absolutní chyba 
ζ - nejmenší kladné číslo včetně nuly, volené tak, aby cívkový krok yk pro 
výpočet zlomkového vinutí byl celým číslem 
η % účinnost 
µ0 H.m-1 permeabilita vakua 
µ rFe - relativní permeabilita železa 
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ξ - redukovaná výška vodiče v rotoru 
ρ kg.m-3 hustota setrvačníku 
ρAl Ω.m měrný elektrický odpor 
τdif - činitel diferenčního rozptylu 
τp m pólová rozteč  
ϕ rad fázový úhel mezi napětím a proudem 
Φ Wb magnetický tok 
Φ00 Wb ideální magnetický tok naprázdno 
Φ(α) Wb magnetický tok obkružující diferenciální množství závitů dN(α) ze shora 
Φ´(α) Wb magnetický tok procházející pod diferenciálním množstvím závitů dN(α) 
a neobkružující diferenciální množství závitů dN(α). 
χ1 - činitel primární vazby 
Ψ Wb spřažený magnetický tok 
Ψ 1 Wb spřažený magnetický tok vinutí vycházející z rovnice (3.4-2) 
Ψ 2 Wb spřažený magnetický tok vinutí vycházející z rovnice (3.4-6) 
Ψ 3 Wb spřažený magnetický tok vinutí při proměnné délce střední siločáry vy-
cházející z rovnice (3.4-2) 
Ψ 4 Wb spřažený magnetický tok vinutí při proměnné délce střední siločáry vy-
cházející z rovnice (3.4-6) 
Ψ(t) Wb okamžitá hodnota magnetického spřaženého toku 
Ψampl Wb amplituda spřaženého magnetického toku 
Ψk Wb amplituda k-té harmonické spřaženého magnetického toku 
Ψr Wb rotorový magnetický spřažený tok 
Ψs Wb statorový magnetický spřažený tok 
ω rad.s-1 úhlový kmitočet 
ωm rad.s-1 úhlová rychlost motoru 
ωs rad.s-1 synchronní úhlová rychlost 
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1 ÚVOD A CÍL DISERTACE 
Dizertační práce je rozdělena na tři části: 
• První část práce – kapitoly 2 až 5 
První část práce je zaměřena na elektromagnetický návrh a analýzu vinutí střídavých strojů. 
Je zde zaveden pojem hustota vodičů, jenž popisuje rozložení vinutí v drážkách. Na základě této 
hustoty jsou odvozeny vztahy pro výpočet spřaženého magnetického toku libovolného vinutí.  
Je zde odvozen zcela obecný vztah pro výpočet celkového činitele vinutí použitelný pro vi-
nutí libovolného typu, např. s různým počtem vodičů v drážkách apod. Na řadě příkladů je uká-
zán výpočet činitele vinutí.  
Pomocí nové teorie je proveden návrh vinutí asynchronního motoru (ASM). Tento návrh  
je porovnán s klasickým způsobem návrhu vinutí. 
Kontrola navrženého vinutí je dále provedena v programu ANSYS Maxwell při simulaci 
chodu naprázdno, kdy je ověřena hodnota maximálního sycení v statorovém zubu. Druhá simula-
ce je provedena pro nominální zatížení 7,33 N.m, výsledky jsou porovnány s měřením na reálném 
motoru. 
• Druhá část práce – kapitola 6 
Tato část se zabývá akcelerační metodou měření momentových charakteristik asynchronních 
motorů. Tato metoda má na rozdíl od klasického měření na dynamometru výhodu v tom, že při ní 
dohází k velmi malému oteplení rotorového vinutí. Změřené charakteristiky jsou použity při 
přesné identifikaci parametrů náhradního zapojení. 
Pro měření momentové charakteristiky je použito inkrementální čidlo s 500 pulzy na otáčku 
a běžně dostupný digitální osciloskop pro ukládání změřených průběhů s pamětí čtyři miliony 
vzorků na kanál. Problémem při tomto způsobu ukládání pulzů z čidla je, že časy náběžných a 
sestupných hran pulzů jsou zaznamenány s relativně velkou chybou. A vypočtená rychlost moto-
ru je tímto značně ovlivněna. Hlavním přínosem této části práce je vyvinutí nové metody, která 
využívá tzv. B-splinu pro filtraci měřeného průběhu rychlosti a tím umožňuje snadné praktického 
použití této metody v běžné praxi.  
• Třetí část práce – kapitola 7  
Tato část je věnována možnostem velmi přesné identifikace parametrů náhradního zapojení 
asynchronního motoru ve formě Γ-článku. Identifikace je založena na vzájemném porovnání 
změřených a vypočtených momentových a proudových charakteristik.  
Výsledkem běžné identifikace je většinou soubor parametrů, pomocí něhož lze simulovat 
chování stroje, např. vypočítat momentovou a proudovou charakteristiku apod. Ve většině přípa-
dů, ale není dosaženo stoprocentní shody mezi vypočtenými a změřenými průběhy. Toto bývá 
vysvětlováno vlivem oteplení vinutí a pomocí skinefektu. V práci je ukázáno, že tyto odchylky 
nelze zdůvodnit klasickým způsobem, tj. pouze pomocí skinefektu a změny odporů s teplotou.  
Je zde proveden důkaz, že přesná shoda obou charakteristik je možná pouze tehdy, připustíme-li 
závislost rotorového odporu i rozptylové indukčnosti na skluzu. Obě závislosti byly úspěšně iden-
tifikovány. 
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 Současný stav 1.1
Klasický návrh vinutí střídavých strojů, tj. vinutí asynchronních motorů s kotvou nakrátko 
(ASM) a synchronních motorů s permanentními magnety, je pevně spjat s pojmem činitel vinutí, 
viz [1], [2], [3] a [4]. Činitel vinutí vyjadřuje zmenšení indukovaného napětí ve vinutí vlivem 
zkrácení kroku a rozložením vinutí do více drážek. Se znalostí velikosti tohoto činitele lze snadno 
navrhnout libovolné vinutí. 
Běžně uváděné analytické vztahy pro výpočet činitele vinutí, viz kapitola 2.2, jsou použitelné 
jen a pouze v případech, kdy vinutí má celočíselný počet drážek na pól a fázi. Nedovolují výpočet 
vinutí zlomkových, vinutí s nestejným počtem vodičů v drážkách, nebo vinutí s nesymetrickým 
rozložením v drážkách.  
Naproti klasickému návrhu vinutí se v současné době prosazuje navrhování vinutí a celých 
strojů pomocí metody konečných prvků v programech jako je např. COMSOL Multiphysics a 
ANSYS Maxwell. Výhodou těchto metod je, že umožnují detailní studium chování stroje pro 
libovolný provozní stav, viz [5]. S výhodou jsou používány pro optimalizaci např. tvaru drážek, 
tvarů magnetů apod. Velkou nevýhodou těchto programů je, že jsou založeny na proudových 
poměrech ve vinutích stroje, které při prvotním návrhu stroje nejsou známy a musí se dopočíst 
podle klasické teorie. Toto obzvláště platí při 2D simulacích, např. v případě asynchronního mo-
toru je třeba vnutit proud nejen do statorového vinutí, ale i do rotorových tyčí. Potřebné proudy 
se většinou počítají podle náhradního zapojení jedné fáze asynchronního motoru. 
Náhradní zapojení asynchronního motoru je ve většině literatury uváděno ve tvaru T-článku, 
viz [2], [6] a [7]. Oproti T-článku se v poslední době stále častěji prosazuje náhradní zapojení 
ve formě Γ-článku, viz [8] a [9]. Po stránce popisu vnějších charakteristik ASM jsou T-článek a 
Γ-článek rovnocenné, viz např. [10].  
Podstatnou nevýhodou T-článku je, že nelze žádným způsobem měřením separovat zvlášť 
hodnoty statorové a zvlášť rotorové rozptylové indukčnosti, viz např. [11]. Tyto hodnoty lze od-
děleně určit pouze z konstrukčních rozměrů stroje, viz [1]. Tuto nevýhodu nemají Γ-článek a in-
verzní Γ-článek, které jsou navíc velmi vhodné při řízení ASM, viz [8]. 
Identifikaci parametrů náhradního zapojení lze rozdělit do dvou velkých skupin, viz [12]. 
První je tzv. on-line identifikace, která se provádí za provozu stroje. Tato identifikace se vyzna-
čuje svojí lokálností, tj. parametry jsou přesně platné jen v okolí měřeného bodu. Druhá skupina 
identifikací, tzv. off-line, se provádí z předem naměřených charakteristik stroje. Mezi klasické 
off-line metody lze zařadit měření naprázdno a nakrátko. 
Při off-line identifikaci je hlavním cílem identifikace dosáhnout toho, aby charakteristiky vy-
počtené pomocí identifikovaných parametrů přesně korespondovaly s charakteristikami změře-
nými. Tohoto nelze dosáhnout jednoduchou identifikací jako je měření naprázdno a nakrátko.  
A i v případě sofistikovanějších způsobů identifikace jako např. variováním parametrů náhradní-
ho zapojení tak, aby se dosáhlo co největší shody mezi vypočtenými a změřenými charakteristi-
kami, nelze dospět k stoprocentní shodě. Obvykle se shoduje pouze jeden průběh jako např. mo-
mentová charakteristika a proudová charakteristika pak vykazuje výrazné rozdíly mezi měřeným 
a vypočteným průběhem. Běžně se má za to, že toto je způsobeno výraznou změnou odporů vinu-
tí vlivem růstu oteplení vinutí stroje během měření a vlivem skinefektu.  
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Aby se vyloučil vliv oteplení vinutí na tvar průběhů a tím i na identifikované parametry,  
je vhodné měřit momentovou charakteristiku ASM pomocí metod, při kterých dochází 
k minimálnímu ohřevu vinutí. Mezi takové metody patří například akcelerační metoda měření 
momentové charakteristiky, viz [13]. Její nevýhodou je nutnost měřit velmi přesně rychlost moto-
ru během jeho rozběhu, protože moment je úměrný zrychlení motoru během akcelerace. Praktic-
ky se zrychlení počítá jako numerická derivace rychlosti. V případě měření rychlosti optickými 
inkrementálními čidly, je provedení numerické derivace velmi obtížné a výsledky jsou velmi cit-
livé na způsobu záznamu a vyhodnocení pulzů z inkrementálního čidla.  
 Cíle disertace 1.2
Hlavní cíle disertační práce: 
• Vypracovat novou metodu pro výpočet činitele vinutí, kterou lze snadno použít pro vinutí 
libovolného typu. 
• Vyloučit vliv teploty na tvar měřené momentové a proudové charakteristiky. K tomu využít 
akcelerační metodu. Rozpracovat hardwarové a softwarové řešení akcelerační metody,  
aby byla použitelná v běžné praxi. 
• Přesně identifikovat parametry náhradního zapojení ASM ve tvaru Γ-článku pomocí porov-
nání charakteristik vypočtených a charakteristik změřených akcelerační metodou. 
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2 KLASICKÝ NÁVRH VINUTÍ STŘÍDAVÝCH TOČIVÝCH 
STROJŮ 
Tato kapitola shrnuje základní pojmy vinutí střídavých strojů a zabývá se klasickým návrhem 
těchto vinutí. V kapitole 4 je pak využito klasického návrhu vinutí asynchronních motorů 
pro ověření nového způsobu elektromagnetického návrhu vinutí.  
Výchozí literaturou pro tuto kapitolu jsou knihy [1], [2], [3], [4], [7] a [14]. 
 Základní značení střídavých vinutí 2.1
Při popisu vinutí střídavých točivých strojů bude používáno následující značení: 
Q  [-]  celkový počet drážek. 
m  [-]  počet fází. 
p  [-]  počet pólových dvojic. 
y  [-]  cívkový krok.  
γ  [rad] natočení drážek. 






α =  (2.1-1) 
 




QQ =  (2.1-2) 
 









q ==  (2.1-3) 
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kde r   [m]  poloměr rotorového svazku, 
δ   [m]  délka vzduchové mezery. 
 
 Klasický elektromagnetický návrh střídavých vinutí  2.2
Klasický elektromagnetický návrh vinutí střídavých strojů je pevně spjat s pojmem činitele 
vinutí. Tento, jak bude ukázáno dále, lze analyticky vypočítat pouze pro jistou třídu vinutí.  
Samotné rovnice pro klasický návrh vinutí jsou uvedeny v kapitole 4.1, kde je ukázáno jejich 
přímé použití při návrhu vinutí asynchronního motoru AOM060L02-016. 
2.2.1 Činitel vinutí 
Pro k-tou harmonickou Ui,k napětí indukovaného točivým magnetickým polem ve vinutí jed-
né fáze platí vztah: 
 ,2 w,,i kk kNfkΦU pi=  (2.2-1) 
 
kde k   [-]  řád harmonické, 
 Φ   [Wb] magnetický tok, 
 f   [Hz] kmitočet, 
 N  [-]  celkový počet závitů, vodičů, 
 kw,k  [-]  celkový činitel vinutí pro k-tou harmonickou. 
 
Celkový činitel vinutí vyjadřuje zmenšení indukovaného napětí vlivem zkrácení kroku, vli-
vem rozložení vinutí do více drážek a vlivem natočení drážek, ve srovnání s napětím, které  
by se indukovalo ve vinutí tvořeném jedinou cívkou o stejném počtu závitů.  




,y,q,w, kkkk kkkk γ=  (2.2-2) 
 
kde kq,k  [-]  činitel rozlohy pro k-tou harmonickou, 
 ky,k  [-]  činitel kroku pro k-tou harmonickou, 
 kγ,k  [-]  činitel natočení drážek pro k-tou harmonickou. 
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Činitel rozlohy kq,k vyjadřuje zmenšení indukovaného napětí rozložením cívkových stran 













=  (2.2-3) 
 
Činitel kroku ky,k vyjadřuje zmenšení indukovaného napětí vlivem zkrácení nebo prodloužení 












Činitel natočení drážek kγ,k vyjadřuje zmenšení indukovaného napětí vlivem vzájemného po-














Z předešlých vztahů je zřejmé, že výpočet činitele vinutí je možný pouze pro vinutí, která 
mají celočíselný počet drážek na pól a fázi. Na základě těchto rovnic nelze vypočíst činitel vinutí 
pro zlomková vinutí, vinutí s různými počty vodičů v drážkách, nesymetricky rozloženými vodiči 
apod. 





































































kde Nc  [-]  počet cívek, 
 a   [-]  největší společný dělitel počtu cívek Nc a počtu pólových dvojic p, 
 q1, q2 [-]  šířky pásem v počtu cívek v dvoupólovém Tingleyho schématu, 
 ζ   [-]  nejmenší kladné číslo včetně nuly, volené tak, aby cívkový krok yk pro výpočet 
      zlomkového vinutí byl celým číslem, 
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aNy += ζ  (2.2-7) 
 
Ač rovnice (2.2-6) umožňuje výpočet činitele vinutí i pro zlomkové vinutí, je její použití re-
lativně komplikované, viz [1]. Navíc pomocí této rovnice není možné řešit vinutí s různými počty 
vodičů v jednotlivých drážkách. 
V článku [15] je uveden obecný vztah pro výpočet činitele libovolného vinutí: 
 
 


























































kde Ni  [-]  počet závitů připadajících na i-tou cívku, 
 yi  [-]  cívkový krok i-té cívky, 
 βi  [rad] úhlové posunutí osy i-té cívky od libovolně zvoleného souřadného systému. 
 
Pomocí této rovnice lze vypočítat činitel vinutí libovolného vinutí i s různým počtem vodičů 
v drážkách. Rovnice ale předpokládá nereálné rozmístění vodičů do středů drážek, tj. do neko-
nečně úzkých oblastí. Na tomto nereálném předpokladu jsou založeny všechny známé klasické 
postupy uvedené v předchozích kapitolách. 
V dizertační práci je odvozena metoda pro výpočet činitele vinutí, která dává velmi podobný 
vztah jako (2.2-8), ale neomezuje se pouze na nereálné rozmístění vodičů v drážkách do neko-
nečně úzkých oblastí. 
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2.2.2 Tingleyho schéma 
Pro zlomová vinutí lze celkový činitel vinutí vypočíst pomocí Tingleyho schématu. Podrobně 
je Tingleyho schéma popsáno např. v [1], [2] a [16]. V Tingleyho schématu se čísla drážek vzta-
hující se na jednu drážkovou rozteč píší do čtverečků v jedné řádce, tak jak po sobě následují. 
Řádky, které odpovídají jednotlivým pólovým roztečím, se řadí pod sebe. 
Na Obr. 2.2-1 je zobrazeno Tingleyho schéma pro dvouvrstvé zlomkové vinutí p = 2, Q = 15, 
q = 1¼. V obrázku je zvýrazněn jeden elementární pól Tingleyho schématu pro který lze vypočíst 









k  (2.2-9) 
 
 
Obr. 2.2-1: Tingleyho schématu pro zlomkové vinutí, převzato z [2]. 
 
Určení činitele vinutí pro klasické symetrické vinutí s jednoznačně definovaným cívkovým 
krokem a stejným počtem drážek na pól a fázi lze snadno vypočíst za pomoci rovnice (2.2-2). 
Z předchozích kapitol je ale vidět, že výpočet činitele vinutí pro obecné vinutí, tj. vinutí 
s různým počtem vodičů v jednotlivých drážkách, nebo nepravidelně rozložené vinutí v drážkách 
je velmi obtížený. V disertační práci je odvozen nový způsob výpočtu činitele vinutí, který lze 
velmi snadno použít na vinutí libovolného typu. 
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3 NOVÁ METODA ANALÝZY A SYNTÉZY VINUTÍ STŘÍDA-
VÝCH STROJŮ 
Nová metoda je založena na přesném výpočtu spřaženého magnetického toku v uzavřeném 
analytickém tvaru. Tím se tato metoda stává zcela obecnou a univerzálně použitelnou. Nejsou 
využívány ani metody grafické ani výpočty numerické, které ve své podstatě nemohou vést 
k obecně platným výsledkům. 
Veškerá, zde uvedená, odvození jsou provedena pro asynchronní motor s kotvou nakrátko.  
Toto ale nesnižuje obecnost celé teorie a lze ji obecně aplikovat i na asynchronní motory 
s vinutou kotvou, či na synchronní motory s permanentními magnety, nebo s elektromagnety. 
Nová metoda je pevně spjata s pojmem hustoty vodičů n(α). Díky ní lze provádět návrh  
libovolného vinutí střídavých strojů točivých podobně jako při klasickém návrhu pomocí činitele 
vinutí. Na rozdíl od klasické metody je snadno použitelná i pro vinutí nesymetrická s různými 
počty vodičů v drážkách. Nová metoda dále umožnuje výpočet vlastních a vzájemných indukč-
ností vinutí. 
V knize [8] je provedena analýza indukčností ASM založená na velice podobném principu 
z jakého vychází nová metoda. Tamější teorie je ovšem založena na tom, že vinutí je harmonicky 
uloženo ve statorových drážkách, tj. hustota vodičů n(α) odpovídá funkci sinus. Naproti tomu 
nová metoda je naprosto obecná, vodiče mohou být v drážkách rozloženy zcela obecně.  
Lze ji užít nejen k analýze vinutí ale i k jeho návrhu.  
Základní předpoklady, pro které je analýza a návrh vinutí uvažována: 
• Zanedbání vlivu magnetického sycení, tj. jsou uvažovány lineární magnetické materiály. 
• Relativní permeabilita železa µ rFe >> µ0 a µ rFe ≠ ∞. 
• Vinutí trojfázových strojů je vzájemně posunuto o 120° elektrických. 
Autorovy publikace na téma analýza a syntéza vinutí novou metodou: [17], [18], [19] a [20]. 
 
 Analogie mezi asynchronním motorem a transformátorem 3.1
Před samotným návrhem vinutí střídavých strojů točivých je vhodné zdůraznit analogii  
s elektromagnetickým návrhem jednofázového transformátoru. Odvození níže uvedených rovnic 
je převzato z [21]. 
Za předpokladu, že primární vinutí transformátoru je napájeno harmonickým napětím, potom 
celkový magnetický tok, spřažený s tímto vinutím, je: 
 

















==== ∫∫  (3.1-1) 
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kde Ψ(t)  [Wb]  okamžitá hodnota spřaženého magnetického toku, 
 t  [s]   čas, 
 u(t) [V]  okamžitá hodnota napětí, 
 ω [rad.s-1] úhlový kmitočet, 
 Uef [V]  efektivní hodnota napětí, 
 Ψampl  [Wb]  amplituda spřaženého magnetického toku. 
 
Amplitudu spřaženého magnetického toku můžeme vyjádřit také za pomocí požadované 
hodnoty magnetické indukce v jádře transformátoru: 
 
,Femaxampl SNBNΦΨ ==  (3.1-2) 
 
kde Bmax  [T]  maximální hodnota magnetické indukce, 
 SFe [m2]  průřez jádra. 
 
Porovnáním amplitud magnetických spřažených toků v rovnicích (3.1-1) a (3.1-2), získáme 











Poznámka: Rovnice (3.1-3) je platná jak pro určení primárního počtu závitů, tak i pro určení 
počtu sekundárních závitů. 
Při uvažování lineárních magnetických materiálů, lze psát vztah mezi amplitudou spřaženého 
magnetického toku Ψampl a amplitudou magnetizačního proudu Iµ,ampl ve tvaru: 
 
,amplµ,µampl ILΨ =  (3.1-4) 
 
kde L
 µ  [H]  magnetizační indukčnost. 
 










lSBfI =  (3.1-5) 
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kde lFe  [m]  délka střední magnetické siločáry v železe, 
 µ0  [H.m-1] permeabilita vakua, 
 µ rFe  [-]   relativní permeabilita železa. 
 
Z rovnice (3.1-5) plyne, že magnetizační proud je závislý na tvaru magnetizační charakteris-
tiky, protože jeho velikost je nepřímo úměrná relativní permeabilitě železného jádra, tj. sycení 
jádra. Dále je zřejmé, že elektromagnetický návrh vinutí musí být zcela nezávislý na pracovních 
proudech v transformátoru. Totéž musí platit i v případě návrhu vinutí ASM. Znalost pracovních 
proudů je důležitá až při volbě průřezu vodičů vinutí a při kontrole tepelných poměrů ve stroji. 
Pro asynchronní motor můžeme na základě vztahu (2.2-1) odvodit rovnici pro výpočet cel-
kového počtu vodičů N z požadované maximální hodnoty magnetické indukce Bmax 

























kde kt   [-]  činitel šířky zubu (v rozmezí 0,45 až 0,5), 
kfFe   [-]  činitel plnění železa (přibližně 0,95). 
 
Při výpočtech celkového počtu vodičů N lze v rovnici (3.1-6) zanedbat délku vzduchové me-
zery δ, protože obvykle platí r >> δ. 
Činitel šířky statorového, resp. rotorového zubu lze vypočíst podle konstrukčních rozměrů 






ak =  (3.1-7) 
 
kde  c  [m] drážková rozteč, 
  at  [m] střední šířka dříku zubu. 
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 Hustota vodičů 3.2
Hustota vodičů n(α)  je funkce popisující rozložení vinutí v drážkách. Samotná hustota vodi-
čů může mít libovolný tvar, ale pro praktické použití je nejvhodnější uvažovat ji v jedné z násle-
dujících forem: 
• Diracovy impulzy, 
• pravoúhlé impulzy o šířce drážkové rozteče, 
• pravoúhlé impulzy o šířce drážky. 
Poznámka: Všechny impulzy jsou vždy centrovány do osy drážky. 
V knize [8] je počítáno s hustotou vodičů pro harmonické vinutí ve formě: 
 
( ) ( ),sin αα Nn =  (3.2-1) 
 
kde n(α) [-]  hustota vodičů, 
 α  [rad] mechanický úhel podél vzduchové mezery. 
 
Tato reprezentace sama o sobě nemá žádné praktické použití, protože nepopisuje žádné běž-
ně používané vinutí.  
Na Obr. 3.2-1a) je schematicky zobrazeno trojfázové dvojpólové vinutí m = 3, p = 1, Q = 24, 
Qp = 12, q = 4 a y = 11. Jsou zde znázorněny vodiče pouze jedné fáze s vyznačenými směry 
proudů. Při výpočtech je výhodnější pracovat s prostorovými úhly α než s délkovými souřadni-
cemi tak, jak je překresleno na Obr. 3.2-1b). 
Na Obr. 3.2-1c) je zobrazena hustota vodičů ve formě pravoúhlých impulzů o šířce drážky.  
Na Obr. 3.2-1d) je zobrazen integrál hustoty vodičů, který, jak bude dále ukázáno, má význam 
lokální magnetické indukce B(α) ve vzduchové mezeře stroje. 
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Obr. 3.2-1: Přechod od vodičů v drážkách k pojmu hustota vodičů.  
a) Zobrazení rozložení vinutí m = 3, p = 1, Q = 24, Qp = 12, q = 4, y = 11 do drážek.  
b) Překreslení téhož vinutí pomocí prostorového úhlu α.  
c) Hustota vodičů ve formě pravoúhlých impulzů o šířce drážky. 
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3.2.1 Hustota vodičů ve formě Diracových impulzů 
V nové metodě je velmi často používán pojem Diracův impulz, proto je v příloze P-1 uveden 
rozbor použitých matematických operací, jakož i samotné značení. 
Na Obr. 3.2-2 je zobrazena hustota vodičů n(α) ve formě Diracových impulzů pro vinutí 
m = 3, p = 1, Q = 24, Qp = 12, q = 4, y = 11.  
 
 
Obr. 3.2-2: Hustota vodičů ve formě Diracových impulzů. 
 
Poznámka: Tento způsob popisu vinutí je použit i v případě rovnice (2.2-8) pro výpočet činitele 
vinutí, i ve všech klasických postupech. 
Matematický zápis hustoty vodičů ve formě Diracových impulzů: 
 
( ) ( ) ( ) ,...δδ 2211 ++= ααα NNn  (3.2-2) 
 






α  (3.2-3) 
 
Výhody použití hustoty vodičů ve formě Diracových impulzů: 
• jednodušší zápis a samotné výpočty, 
• při výpočtu činitele vinutí dává shodné výsledky s klasickým způsobem výpočtu podle rov-
nice (2.2-2). 
  
0°                                    90°                                  180°                                 270°                                 360°
α
n(α)
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3.2.2 Hustota vodičů ve formě pravoúhlých impulzů o šířce drážkové rozteče 
Na Obr. 3.2-3 je zobrazena hustota vodičů n(α) ve formě pravoúhlých impulzů rozprostře-
ných na celou drážkovou rozteč.  
 
 
Obr. 3.2-3: Hustota vodičů ve formě pravoúhlých impulzů o šířce drážkové rozteče. 
 































kde jednotlivé úhly αLi a αPi odpovídající levé, resp. pravé mezi drážkové rozteče jsou:   
 




α  (3.2-5) 
a 




α  (3.2-6) 
 
Výhody použití hustoty vodičů ve formě pravoúhlých impulzů rozprostřených na celou dráž-
kovou rozteč: 
• použití v případě, že šířka drážky je přibližně shodná se šířkou zubu, tj. činitel šířky zubu kt 
je přibližně roven 0,5, 
• respektuje reálnější rozložení vodičů v drážce oproti interpretaci s Diracovými impulzy. 
 
0°                                    90°                                  180°                                 270°                                 360°
α
n(α)
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3.2.3 Hustota vodičů ve formě pravoúhlých impulzů o šířce drážky 
Na Obr. 3.2-4 je zobrazena hustota vodičů n(α) ve formě pravoúhlých impulzů rozprostře-
ných na celou drážku.  
 
Obr. 3.2-4: Hustota vodičů ve formě pravoúhlých impulzů o šířce drážky.  





























kde jednotlivé úhly jsou:  











α  (3.2-9) 
 
Tento typ interpretace je výhodný v případech, kdy je šířka drážky výrazně rozdílná oproti 
šířce zubu. 
  
0°                                    90°                                  180°                                 270°                                 360°
α
n(α)
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3.2.4 Základní vlastnosti hustoty vodičů 
Pro zjednodušení uvažujme hustotu vodičů ve formě Diracových impulzů. Toto zjednodušení 
nijak nesnižuje obecnost uvedených vztahů a lze je uplatnit pro libovolnou interpretaci hustoty 
vodičů. 
Pro součet hustoty vodičů n(α) přes všechny úhly α ∈ 〈0; 2pi〉, tj. přes všechny drážky, platí: 
 
 















αα  (3.2-11) 
 
je si třeba uvědomit, že Ni nabývá kladných i záporných hodnot, viz Obr. 3.2-2. 
Integrujeme-li absolutní hodnotu hustoty vodičů, dostaneme celkový počet vodičů jedné fá-
ze: 







αα  (3.2-12) 
 
Rovnice (3.2-11) a (3.2-12) jsou jediné podmínky kladené na funkci n(α). Na základě těchto 
rovnic můžeme snadno zkonstruovat libovolnou funkci n(α), která zcela korektně popisuje rozlo-
žení vinutí v drážkách.  Z těchto rovnic je také zřejmé, že hustotu vodičů lze realizovat libovolně. 
Hustotu vodičů n(α) definujeme jako: 
 







n =  (3.2-13) 
 
kde  N(α)  [-]  funkce celkového počtu vodičů v závislosti na úhlu α. 
Celkový počet vodičů v obecné poloze α, je potom dán jako integrál rovnice (3.2-13): 
 




ααα nN  (3.2-14) 
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 Magnetická indukce ve vzduchové mezeře 3.3
Při odvozování závislosti mezi hustotou vodičů n(α) a magnetickou indukcí ve vzduchové 
mezeře B(α) je použita střední délka indukční čáry v železe lFe, viz dodatek P-3. Použití střední 
délky indukční čáry je v souladu s klasickou teorií, viz např. [2]. V dodatku P-3 je uvedeno její 
odvození z konstrukčních rozměrů stroje. 
Na Obr. 3.3-1 je zobrazen detail poloviny pólu dvoupólového stroje, pro který bude magne-
tická indukce ve vzduchové mezeře odvozena. 
 
Obr. 3.3-1: Detail poloviny pólu dvoupólového stroje, převzato z [22]. 
 
Význam jednotlivých symbolů: 
 Φ(α) [Wb]  magnetický tok obkružující diferenciální množství závitů dN(α) ze shora, 
 Φ´(α) [Wb]  magnetický tok procházející pod diferenciálním množstvím závitů dN(α) a  
      neobkružující diferenciální množství závitů dN(α). 
 
Pro polohu α znázorněnou na Obr. 3.3-1 lze napsat rovnici pro diferenciální přírůstek mag-
netického napětí: 








α BlBNI +=  (3.3-1) 
 
kde  B  [T] střední hodnota magnetické indukce ve vzduchové mezeře, 








Moderní matematické metody syntézy a analýzy střídavých strojů    
 
- 33 - 
Magnetická indukce B(α) je lokální průměrná hodnota magnetické indukce ve vzduchové 
mezeře v rámci jedné drážkové rozteče v poloze α, viz Obr. 3.2-1d). Proto lze podle Obr. 3.1-1 
psát: 
 ( ) ( ).Fet αα BacB =  (3.3-2) 
 
Tento vztah lze přepsat za pomoci činitele šířky zubu kt ve tvaru: 
 
 ( ) ( ).Fet αα BkB =  (3.3-3) 
 
Dosazením této rovnice do vztahu (3.3-1) dostaneme: 
 





















+=  (3.3-4) 
 








δδ +=  (3.3-5) 
 
V Tab. 3.3-1 jsou uvedeny délky přepočítané vzduchové mezery pro asynchronní motor  
AOM060L02-016 podle přílohy P-2 pro různé hodnoty relativní permeability. Je vidět, že tato 
délka velmi závisí na sycení magnetického obvodu. Proto je nutné vhodně odhadnout hodnotu 
relativní permeability železa, aby velikost vypočtené magnetické indukce byla reálná. 
 
Tab. 3.3-1: Přepočítaná vzduchová mezera pro různé hodnoty relativní permeability. 
µrFe [-] 200 500 1000 1500 2000 
δp [mm] 1,92 0,95 0,62 0,52 0,46 
 
Rovnici (3.3-4) můžeme upravit za pomocí (3.3-5) na tvar: 
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Magnetickou indukci v obecné poloze α ve vzduchové mezeře získáme integrací rovnice 
(3.3-6) podle úhlu α: 









B  (3.3-7) 
 
Z předcházející rovnice je zřejmé, že tvar magnetické indukce B(α) ve vzduchové mezeře  
je přímo úměrný integrálu hustoty vodičů n(α). 
 Spřažený magnetický tok 3.4
Pro magnetické obvody, kde všechny siločáry procházejí všemi závity N, platí vzájemný 







Toto ovšem není případ elektrických motorů. U nich je třeba tento vztah psát v modifikova-
ném diferenciálním tvaru. Podle Obr. 3.3-1 je s diferenciálním množstvím závitů dN(α) spřažen 
tok Φ(α), který je obkružuje ze shora: 
 
( ) ( ) ( ) .dd ααα NΦΨ =  (3.4-2) 
 
Magnetický tok Φ(α) vypočteme podle Obr. 3.3-1 jako integrál: 
 





































rlBrlΦ  (3.4-3) 
 
Obdobně jako v případě rovnice (3.1-6) můžeme zanedbat délku vzduchové mezery δ: 
 



















BlrΦ  (3.4-4) 
 
Za pomocí vztahů (3.2-13) a (3.4-4) upravíme rovnici (3.4-2) na tvar: 
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Obdobným postupem, ale za „zrcadlového“ předpokladu, že s diferenciálním magnetickým 
tokem dN(α) interaguje celkový počet vodičů N(α) v poloze α, dospějeme k rovnicím: 
 
( ) ( ) ( )ααα ΦNΨ dd =  (3.4-6) 
a 









Ψ  (3.4-7) 
 
Celkový spřažený magnetický tok získáme integrací rovnice (3.4-5), resp. (3.4-7) na interva-
lu  〈0; 2pi〉: 


























Ψ  (3.4-8) 
a 
 












Ψ  (3.4-9) 
 
kde  Ψ 1  [Wb]  spřažený magnetický tok vinutí vycházející z rovnice (3.4-2), 
 Ψ 2  [Wb]  spřažený magnetický tok vinutí vycházející z rovnice (3.4-6). 
 
Poznámka: Je dobré poznamenat, že obě rovnice generují stejný výsledek. 
Poznámka: Pokud ve vnitřním integrálu v rovnici (3.4-8), resp. (3.4-9) vznikne po dosazení dol-
ní meze, tj. nuly, stejnosměrná složka, pak je nutné ji odstranit, tj. odečíst. Reálné vinutí totiž 
stejnosměrnou složku mít nemůže, protože fyzikální a geometrické zákonitosti toto neumožnují, 
viz rovnice (3.2-11). 
Poznámka: V dalším textu bude spřažený magnetický tok počítán výhradně na základě 
rovnice (3.4-9). 
Z přechozího textu je zřejmé, že rovnici (3.4-9) lze přepsat na tvar: 
 





∫= NBrlΨ  (3.4-10) 
 
Rovnice říká, že magnetický tok spřažený s vinutím je dán jako integrál vzájemné interakce 
celkového počtu závitů s elementem magnetického toku v poloze α. Matematicky řečeno, jedná  
se o skalární součin funkcí magnetické indukce a celkového počtu závitů. 
Z rovnice (3.4-10) dále plyne, že je možné počítat vzájemnou interakci mezi vinutím a zdro-
jem magnetické indukce (magnetického toku) jakým je například permanentní magnet. 
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Přeznačíme-li v rovnici (3.4-9) hustoty vodičů v jednotlivých integrálech indexy x a y:   
 


















Ψ  (3.4-11) 
 
můžeme na základě této rovnice vypočítat: 
• Spřažený tok vytvořený samotným vinutím, tj. nx = ny, tohoto lze využít při výpočtu vlastní 
indukčnosti. 
• Vzájemný tok mezi dvěma různými vinutími, tj. nx ≠ ny, tohoto lze využít při výpočtu vzá-
jemné indukčnosti. 
Je dobré si povšimnout, že v rovnici (3.4-11) platí zákon reciprocity, tj. vzájemný spřažený 
tok mezi vinutími nx - ny je totožný s tokem mezi vinutími ny - nx. 
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 Příklad výpočtu spřaženého magnetického toku pro vinutí 3.5
Q = 24, q = 4, y = 11 
Uvažujeme trojfázové dvojpólové vinutí m = 3, p = 1, Q = 24, Qp = 12, q = 4, y = 11 podle 
Obr. 3.2-1a). Výpočet bude proveden pouze pro hustotu vodičů ve formě pravoúhlých impulzů 
podle kapitol 3.2.2 a 3.2.3. S výhodou využijeme toho, že vinutí je podle Obr. 3.2-1 kvadrantově 
symetrické a výpočet provedeme pouze na intervalu 〈0; pi/2〉. 
Podle Obr. 3.2-3 má hustota vodičů ve formě pravoúhlých impulzů rozprostřených na celou 












































n  (3.5-1) 
 
Vztah mezi relativním počtem vodičů n0 a celkovým počtem N získáme pomocí (3.2-12): 
 








== ∫  (3.5-2) 
 
Z této rovnice vyjádříme n0 a zpětně dosadíme do (3.5-1). Získáme tak absolutní tvar hustoty 
vodičů: 












































n  (3.5-3) 
 













































n  (3.5-4) 
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Vztah mezi relativní hustotou vodičů n0 a celkovým počtem závitů N: 
 








== ∫  (3.5-5) 
 
Zpětným dosazením rovnice  (3.5-5) do (3.5-4) získáme absolutní tvar hustoty vodičů: 
 










































n  (3.5-6) 
 
























µpi µµ rlINrlINΨ ≈=  (3.5-8) 
 
V Tab. 3.5-1 jsou uvedeny vypočtené spřažené magnetické toky při uvažování střední délky 
indukční čáry a s proměnnou délkou indukční čáry podle dodatku P-4. Parametry pro výpočet 
jsou brány z přílohy P-2 pro ASM AOM060L02-016 při uvažování relativní permeability 
µrFe = 1000. 
Tab. 3.5-1: Porovnání velikostí magnetických spřažených toků. 
Spřažený magnetický tok [µWb] Poznámka 
Ψ II 6,9958 Iµ N2 střední délka indukční čáry 
Ψ III 6,7267 Iµ N2 střední délka indukční čáry 
Ψ II, lFe(α) 6,1182 Iµ N2 proměnná délka indukční čáry 
Ψ III, lFe(α) 5,8832 Iµ N2 proměnná délka indukční čáry 
 
V případě výpočtu magnetického spřaženého toku s proměnou délkou indukční siločáry vy-
chází tok přibližně o 10 % nižší než v případě uvažování střední indukční siločáry. Tento rozdíl  
je hlavně způsoben tím, že vinutí je pootočeno 90° vůči počátku, proto i délky siločar jsou delší 
než v případě, kdyby bylo vinutí posunuto do počátku souřadné soustavy.  
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 Hustota vodičů ve formě Fourierovy řady 3.6
Jak bylo ukázáno výše, práce s definičními vztahy pro výpočet spřaženého magnetického to-
ku jsou relativně obtížné. Proto je vhodné rozložit hustotu vodičů do Fourierovy řady. Ve výsled-
ku dostaneme velmi praktické a lehce aplikovatelné vztahy pro výpočet spřaženého magnetické-
ho toku, tj. i vztahy pro návrh samotného vinutí. 
Hustotu vodičů ve formě Fourierovy trigonometrické řady, má v nejobecnějším případě tvar: 
 
 







kk knknn ααα  (3.6-1) 
 
kde na,k  [-]  kosinusový koeficient k-té harmonické rozvoje hustoty vodičů, 
 nb,k  [-]  sinusový koeficient k-té harmonické rozvoje hustoty vodičů: 
 







1 knn k  
(3.6-2) 
a 







1 knn k  
(3.6-3) 
 






,a kkk nnn +=  (3.6-4) 
 
Je si třeba uvědomit, že platí tato pravidla: 
• je-li n(α) sudou funkcí, tj. n(–α) = n(α), potom nk = na,k. 
• je-li n(α) lichou funkcí, tj. n(–α) = –n(α), potom nk = nb,k. 
 
3.6.1 Vlastnosti hustoty vodičů rozvinuté do Fourierovy řady 
Na Obr. 3.6-1 je schematicky zobrazeno vinutí m = 3, p = 1, Q = 24, Qp = 12, q = 4, y = 11.  
Na rozdíl od Obr. 3.2-1a) je zde souřadný systém posunut o obecný úhel λ. 




( ) ( ).∑ +=
i
iiNn λαδα  (3.6-5) 
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Obr. 3.6-1: Vinutí m = 3, p = 1, Q = 24, q = 4, y = 11 s pootočenou osou o obecný úhel λ.  
 
Rozvineme-li tuto funkci do Fourierovy řady podle (3.6-2), (3.6-3) a výsledek dosadíme  
do vztahu (3.6-4), dostaneme amplitudu k-té harmonické hustoty vodičů ve formě: 
 


















iik kNkNn λαλα  (3.6-6) 
 
Tuto funkci upravíme následujícím způsobem: 
 
( )[ ] ( )[ ]
( )[ ] ( )[ ][ ] ( )[ ][ ]
( ) ( ) ( ) ( )[ ]













































Vytkneme cos(kλ), resp. sin(kλ) a vztah nazpět přepíšeme pomocí sumací: 
 
( ) [ ] ( ) [ ]
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Členy v závorkách roznásobíme a upravíme: 
 
( ) ( ) ( ) ( )



















































Vytkneme kvadráty cos(kλ), resp. sin(kλ) a po finální úpravě dostaneme: 
 
( )[ ] ( )[ ][ ] ( ) ( )

































































Z tohoto je zřejmé, že vztah (3.6-6) lze přepsat do podoby, která je zcela nezávislá na λ: 
 


















iik kNkNn αα  (3.6-11) 
 
tzn. hustota vodičů je nezávislá na souřadné ose, podle které vodiče v drážkách popisujeme, ji-
nými slovy: souřadnou soustavu si může volit libovolně pootočenou. V praxi je toto výhodné, 
protože u symetrických vinutí můžeme souřadnou soustavu posunout do osy symetrie vinutí a tak 
znatelně zjednodušit výpočty. 
3.6.2 Periodičnost hustoty vodičů ve formě Diracových impulzů  
Budeme předpokládat, že hustota vodičů ve formě Diracových impulzů je sudou funkcí,  




iik kNn αcos  (3.6-12) 
 






α =  (3.6-13) 
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potom: 
• Hustota vodičů se periodicky opakuje, pro k ≥ Q, tj. nk = nk+Q. 
• Harmonické řádu k ∈{1; 2; …; Q} jsou na tomto intervalu vzájemně symetricky rozloženy 
s osou symetrie Q/2. 
Význam předešlého je následující: při výpočtu vyšších harmonických např. při výpočtu čini-
tele vinutí je možné uvažovat pouze harmonické, jejichž řád je nižší než Q/2. Pro vyšší řády  
dostáváme výsledky totožné.  
Tato tvrzení jsou platná i pro hustotu vodičů ve formě Diracových impulzů, která není sudou 
funkcí, tj. vinutí je pospáno zcela obecně pomocí rovnice (3.6-1). 
Poznámka: Je dobré poznamenat, že naprostou stejnou vlastnost má činitel vinutí vypočtený  
na základě klasických rovnic (2.2-2). 
 Magnetická indukce ve vzduchové mezeře ve formě Fourierovy 3.7
řady 
Vzájemný vztah mezi hustotou vodičů n(α) a magnetickou indukcí B(α) ve formě Fouriero-
vy řady dostaneme, dosadíme-li do (3.3-7) rovnici (3.6-1): 
 
































Tuto rovnici je vhodné upravit do podoby (3.6-1), proto zavedeme pomocné proměnné: 
 







kk kBkBB ααα  (3.7-2) 
 
kde Ba,k  [T]  k-tá harmonická rozvoje magnetické indukce v kosinovou řadu, 
 Bb,k  [T] k-tá harmonická rozvoje magnetické indukce v sinusovou řadu. 
 




















=  (3.7-4) 
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,a kkk BBB +=  (3.7-5) 
 
Rovnice (3.7-3) a (3.7-4) udávají přesnou transformaci mezi hustotou vodičů a magnetickou 
indukcí.  




,maxfFet kk BkkB =  (3.7-6) 
 
 Spřažený magnetický tok ve formě Fourierovy řady 3.8
Než přistoupíme k samotnému odvození magnetického spřaženého toku pro hustotu vodičů 
ve formě Fourierova rozvoje, je dobré si uvědomit některé souvislosti. Upravíme rovnici (3.4-11) 
v následujícím smyslu: 
 
























































yxyxyxyxyx FFFFFFFFnn +++=∫∫  (3.8-3) 
 
V rovnici (3.8-3) je snadné ukázat, že funkce F 1
 x(α) a F 2 y (α), resp. F 2 x(α) a F1 y(α) jsou  
na intervalu  〈0; 2pi〉 ortogonální, tj.: 
 





ααα yx FF  (3.8-4) 
a 





ααα yx FF  (3.8-5) 
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Potom spřažený magnetický tok je úměrný: 
 






ααααα  (3.8-6) 
 
resp. 















Rovnice (3.8-6), resp. (3.8-7) vyjadřují to, že výsledný spřažený magnetický tok je dán su-
perpozicí toků způsobených sinovými a kosinovými složkami. Je třeba poznamenat, že obdobný 
výsledek bychom dostali, pokud bychom dosazovali Fourierův rozvoj hustoty vodičů do rovnice 
(3.4-8). 
Dosadíme-li hustotu vodičů (3.6-1) do rovnice (3.4-9) pro spřažený magnetický tok, bude 

















































pi µ  (3.8-9) 
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 Vlastní indukčnosti vinutí ve formě Fourierovy řady 3.9
Při výpočtu indukčnosti využijeme obecně známého vztahu platného v lineárních magnetic-
kých obvodech: 
 ,ILΨ =  (3.9-1) 
kde L  [H]  indukčnost. 
Z rovnice  (3.9-1) plyne, že indukčnost vinutí vypočteme, podělíme-li spřažený magnetický 































kde Lk  [H]  indukčnost vinutí pro k-tou harmonickou hustoty vodičů. 
 
Zavedeme pojem pracovní harmonická. Pracovní harmonická je harmonická, jejíž řád  
je roven počtu pólových dvojic stroje, tj. k = p. Tato harmonická se liší od ostatních pouze tím,  
že vinutí stroje je navrženo tak, aby činitel vinutí byl pro pracovní harmonickou maximální, 
viz [23].  
Pro příklad si vezměme dvoupólové symetrické vinutí (k = 1). Pod pojmem dvoupólové sy-
metrické vinutí se myslí to, že existuje osa symetrie, pro kterou platí n(α) = n(α + pi). Potom  
je zřejmé, že v takovémto  trojfázovém vinutí nebudou sudé, ani trojnásobné harmonické, proto 










kLLL  (3.9-3) 
 
Rovnice (3.9-3) říká, že celková indukčnost jedné fáze trojfázového vinutí je složena z uži-
tečné pracovní indukčnosti a indukčnosti diferenčního rozptylu, viz [2]. 
Podle [2] můžeme zavést činitel diferenčního rozptylu. Činitel vyjadřuje vliv vyšších harmo-
nických v magnetickém poli vzduchové mezery, které zvyšují pracovní indukčnost vinutí. Činitel 



































=τ  (3.9-4) 
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kde   Lp  [H] pracovní indukčnost, 
  np  [-]  amplituda pracovní harmonické hustoty vodičů. 
 
 Návrh vinutí ASM na pracovní harmonickou 3.10
Při odvozování celkového počtu závitů vyjdeme z rovnice (3.8-9) pro spřažený magnetický 
tok ve formě Fourierovy řady, kterou si přepíšeme s ohledem na vztahy (3.6-4) a (3.7-5) pro am-




























































Za pomocí rovnice (3.7-6) přepíšeme (3.10-1) pro požadovanou velikost maximální hodnoty 

















Za předpokladu, že vinutí je napájeno harmonickým napětí o k-té harmonické, potom ampli-















kde Uef,k [V]  efektivní hodnota napětí k-té harmonické. 
Porovnáme-li amplitudu spřaženého magnetického toku k-té harmonické v (3.10-3) 













=  (3.10-4) 
 
Z porovnání rovnic (3.1-6) a (3.10-4) dostáváme vztah pro přímý výpočet činitele vinutí  





=  (3.10-5) 
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3.10.1 Elektromagnetický návrh vinutí ASM na pracovní harmonickou 
Postup elektromagnetického návrhu vinutí asynchronního motoru s kotvou nakrátko: 
1) Zvolíme vhodné konstrukční provedení stroje pro požadovaný moment, tj. získáme základ-
ní konstrukční údaje stroje jako je délka vzduchové mezery, počet drážek apod. 
2) Zvolíme vhodný typ vinutí, tj. zvolíme relativní tvar funkce hustoty vodičů n(α) s relativní 
výškou vodičů n0. 
3) Vypočteme absolutní tvar hustoty vodičů použitím rovnice (3.2-12). 
4) Hustotu vodičů rozvineme do Fourierovy řady podle (3.6-2) a (3.6-3). Vypočteme amplitu-
du pracovní harmonické (k = p) hustoty vodičů podle (3.6-4). 
5) Vypočteme činitel vinutí podle (3.10-5). 
6) Na základě rovnice (3.1-6) vypočteme celkový počet vodičů N. 
7) Jednotlivým drážkám přiřadíme příslušný počet vodičů. 
 
Dále je třeba zvolit vhodný průřez vodičů, jakož i ověřit, zda se požadovaný počet vodičů  
vejde do drážky a ověřit tepelné poměry ve stroji. 
 
 Příklady výpočtu činitele vinutí 3.11
V této kapitole je ukázáno použití předešlé teorie při výpočtu celkového činitele vinutí  
pro různé typy vinutí. 
3.11.1 Jednovrstvé vinutí Q = 24, q = 4, y = 11 
Příklad navazuje na příklad z kapitoly 3.5.  


























piδpiδpiδα nnnn  (3.11-1) 
 
Podle Obr. 3.2-2 přísluší celému vinutí celkem 16n0 vodičů, tj. na intervalu  〈0; pi/2〉 4n0 vo-
dičů. Aby toto bylo splněno, je nutné v krajních polohách uvažovaného intervalu použít poloviční 
počet vodičů. 
Vztah mezi relativním počtem vodičů n0 a celkovým počtem N získáme pomocí (3.2-12): 
 






αα  (3.11-2) 
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piδpiδpiδα NNNn  (3.11-3) 
 














































n  (3.11-4) 
a 










































n  (3.11-5) 
 
Funkce hustot vodičů (3.11-3), (3.11-4) a (3.11-5) rozvineme do Fourierových řad pomocí 
rovnic (3.6-2) a (3.6-3). Ze symetrie vinutí podle Obr. 3.2-1 je zřejmé, že kosinové členy na,k jsou 
nulové, proto amplituda k-té harmonické hustoty vodičů bude rovna pouze sinovým členům nb,k. 
V našem případě pracujeme na intervalu 〈0; pi/2〉, proto v uvedených rovnicích upravíme integrá-
ly následovně: 










knknn k  (3.11-6) 
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Na základě rovnice (3.10-5) vypočteme činitele vinutí pro 1., 5. a 7. harmonickou, výsledky 
jsou uvedeny v Tab. 3.11-1. 
 
Tab. 3.11-1: Porovnání činitelů vinutí pro vinutí Q = 24, q = 4, y = 11. 
Výpočet Činitel vinutí 1. harm. 5. harm. 7. harm. 
Klasicky (2.2-2) 0,94947 0,16290 0,09592 
n
I
k 0,94947 0,16290 0,09592 
n
II
k 0,94676 0,15152 0,08305 
n
III
k 0,94879 0,16001 0,09260 
 
Z porovnání dosažených výsledků je zřejmé, že vypočtená velikost činitele vinutí klasickým 
způsobem je shodná jako činitel vypočtený novým způsobem za použití hustoty vodičů ve formě 
Diracových impulzů. Při výpočtu s jiným typem reprezentace hustoty vodičů dostáváme nižší 
reálnější hodnoty, což odpovídá tomu, že vodiče nejsou uloženy v osách drážek. 
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3.11.2 Dvouvrstvé zlomkové vinutí Q = 15, q = 1¼ 
Na Obr. 3.11-1 je zobrazeno zlomkové vinutí m = 3, p = 2, Q = 15, q = 1¼.  
 
Obr. 3.11-1: a) Zlomkové vinutí Q = 15, αs = 24°. b) Reprezentace pomocí Diracových impulzů.  
c) Reprezentace pomocí pravoúhlých impulzů o šířce drážkové rozteče.  
 
Relativní hustoty vodičů ve formě Diracových impulzů, pravoúhlých impulzů rozprostřených 
na celou drážkovou rozteč a o šířce drážky jsou: 
 




















































n  (3.11-11) 
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n  (3.11-12) 
 
Vztah mezi celkovým počtem závitů N a relativním počtem n0 vypočteme pomocí rovnice 
(3.2-12): 






αα  (3.11-13) 
 







== ∫  (3.11-14) 
a 








== ∫  (3.11-15) 
 
Hodnoty n0 plynoucí z rovnic (3.11-13), (3.11-14) a (3.11-15) dosadíme do rovnic (3.11-10), 
(3.11-11) a (3.11-12). Rovnice pak získají absolutní tvar: 
 






























































n  (3.11-17) 
a 
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n  (3.11-18) 
 


















































































































nk  (3.11-19) 
 
Algebraické výrazy pro amplitudy hustoty vodičů pro pravoúhlé impulzy zde nejsou uvedeny  
z důvodu jejich velikosti. 
Na základě rovnice (3.10-5) vypočteme činitele vinutí, výsledky jsou uvedeny v Tab. 3.11-2. 
Maximální hodnota činitele vinutí odpovídá druhé harmonické, tj. pracovní harmonické.  
 
Tab. 3.11-2: Porovnání činitelů vinutí pro zlomkové vinutí. 
Harmonická nIk nIIk nIIIk 
1. 0,08784 0,08723 0,08768 
2. 0,90985 0,88348 0,90322 
3. 0,23511 0,21995 0,23127 
4. 0,06009 0,05331 0,05835 
5. 0 0 0 
6. 0,38042 0,28791 0,35588 
7. 0,10411 0,07062 0,09503 
8. 0,10411 0,06179 0,09235 
9. 0,38042 0,19194 0,32655 
10. 0 0 0 
11. 0,06009 0,01938 0,04766 
 
Z porovnání činitelů vinutí je zřejmé, že není možné zcela bezmyšlenkovitě používat hustotu 
vodičů ve formě pravoúhlých impulzů o šířce drážkové rozteče. V tomto případě je rozdíl činitelů 
vinutí mezi intepretací III a II přibližně 2 %, tj. v případě II by bylo potřeba o 2% více vodičů. 
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Je dobré poznamenat, že výsledný činitel vinutí pracovní harmonické je shodný s tím, jaký 
byl spočten pomocí Tingleyho schématu, viz rovnice (2.2-9). 
3.11.3 Jednovrstvé prokládané vinutí 1-3-1 Q = 30, q = 5 
Na Obr. 3.11-2 je zobrazeno trojfázové dvojpólové prokládané vinutí m = 3, p = 1, Q = 30, 
Qp = 15, q = 5. V literatuře často označované jako vinutí 1-3-1, viz [24]. Tento typ vinutí se pou-
žívá v případě, že chceme zcela eliminovat pátou harmonickou a výrazně snížit sedmou. 
V případě, že bychom chtěli eliminovat sedmou harmonickou a pátou pouze snížit, je možné vy-
užít vinutí typu 1-5-1. 
 
Obr. 3.11-2: a) Prokládané vinutí 1-3-1 Q = 30, αs = 12°. 
b) Reprezentace pomocí Diracových impulzů. 
 
V tomto případě již, nebude počítáno s hustotou vinutí ve formě pravoúhlých impulzů o šířce 
drážky. Důvodem je to, že vypočtené hodnoty činitele vinutí by byly málo odlišné od činitelů 
vypočtených pomocí impulzů o šířce drážkové rozteče. A také z důvodu velikosti výsledných 
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Podle Obr. 3.11-2b) můžeme popsat toto vinutí pomocí relativní hustoty vodičů ve formě Di-
racových impulzů: 
 


















α  (3.11-20) 
 
nebo ve formě pravoúhlých impulzů rozprostřených na celou drážkovou rozteč: 
 

















































n  (3.11-21) 
 
Vztah mezi celkovým počtem závitů N a relativním počtem n0 vypočteme na základě rovnice 
(3.2-12): 
 ( ) 0
2
0
I 10d2 nnN == ∫
pi
αα  (3.11-22) 
a 








== ∫  (3.11-23) 
 
Hodnoty n0 plynoucí z rovnic (3.11-22) a (3.11-23) dosadíme do (3.11-20)a (3.11-21). Rov-
nice pak získají absolutní tvar: 
 


















α  (3.11-24) 
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n  (3.11-25) 
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Vzhledem k symetrii vinutí Obr. 3.11-2a) je zřejmé, že Fourierova řada nebude obsahovat si-































































































































































































































nk  (3.11-27) 
 
Na základě rovnice (3.10-5) vypočteme činitele vinutí, výsledky jsou uvedeny v Tab. 3.11-3. 
Podle předpokladu je činitel vinutí pro pátou harmonickou nulový. 
 
Tab. 3.11-3: Porovnání činitelů vinutí pro prokládané vinutí 1-3-1. 
Harmonická nIk nIIk 
1. 0,91487 0,91320 
5. 0,00000 0,00000 
7. 0,11821 0,10790 
11. 0,25596 0,20299 
13. 0,28903 0,20767 
17. 0,28903 0,15880 
19. 0,25596 0,11752 
23. 0,11821 0,03284 
25. 0,00000 0,00000 
29. 0,91487 0,03149 
31. 0,91487 0,02946 
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3.11.4 Třívrstvé harmonické vinutí Q = 24, q = 12 
Tento příklad slouží k ukázání toho, že nová metoda je schopna pracovat i s hustotou vodičů 
ve formě spojité funkce. Samotné vinutí je prakticky nepoužitelné, protože má velmi malý činitel 
vinutí a navíce je vinutí třívrstvé. 
Předpokládejme, že vinutí má kosinový průběh, tj. sinové složky Fourierovy řady jsou nulo-
vé, pak relativní hustota v podobě spojité funkce a ve formě Diracových impulzů má tvar: 
 
 
( ) ( )αα cos0nn =  (3.11-28) 
a 












sinn  (3.11-29) 
 
Vztah mezi celkovým počtem závitů N a relativním počtem n0 vypočteme za pomocí rovnice 
(3.2-12): 
 ( ) 0
2
0
4d2 nnN == ∫
pi
αα  (3.11-30) 
a 
 ( ) ( ) .1915,1563222d2 002
0
I nnnN ≈+++== ∫
pi
αα  (3.11-31) 
 
Absolutní tvary hustot vodičů jsou: 
 
 ( ) ( )αα cos
2
N
n =  (3.11-32) 
a 















n  (3.11-33) 
 




n =  (3.11-34) 
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n  (3.11-35) 
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Vypočtené činitele vinutí jsou uvedeny v Tab. 3.11-4. Oproti klasickému vinutí Q = 24, 
q = 4,  y = 11 je potřeba přibližně o 18% více vodičů, které je nutné rozmístit do drážek ve třech 
vrstvách. 
 
Tab. 3.11-4: Porovnání činitelů vinutí pro harmonické vinutí. 
Harmonická nk nIk 
1. 0,78540 0,78992 
5. 0 0 
7. 0 0 
11. 0 0 
13. 0 0 
17. 0 0 
19. 0 0 
23. 0 0,78992 
25. 0 0,78992 
29. 0 0 
31. 0 0 
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3.11.5 Jednovrstvé přestupné vinutí Q = 18, q = 3 
Tento typ vinutí se ve střídavých stroj nepoužívá, zde je uvedeno jen jako příklad, že i toto 
vinutí lze navrhnou a analyzovat. V praxi je přestupné vinutí vždy dvouvrstvé, aby všechny dráž-
ky byly zaplněny rovnoměrně. V našem příkladu uvažujeme toto vinutí pouze jednovrstvé s tím, 
že ne všechny drážky jsou zaplněny stejným počtem vodičů. 
Přestupná vinutí se používají u vinutí kotev stejnosměrných strojů, kde slouží k zlepšení ko-
mutačních poměrů za provozu stroje, viz [25]. Přestupná vinutí mají přední strany cívek uloženy 
v jedné drážce a příslušné zadní strany cívek ve dvou sousedních drážkách, tak jak je to schema-
ticky naznačeno na Obr. 3.11-3. 
 
Obr. 3.11-3: Princip přestupného vinutí. 
 
V našem konkrétním případě uvažujeme dvoupólové třífázové přestupné vinutí s Q = 18 a 
q = 3, které je zobrazeno na Obr. 3.11-4. 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ].113109223020I sssssnn αδαδαδαδαδδα −−−++=  (3.11-36) 
 
Vztah mezi celkovým počtem závitů N a relativním počtem n0 vypočteme pomocí rovnice 
(3.2-12): 






αα  (3.11-37) 
 
Absolutní tvar hustoty vodičů má tvar: 
 
 





n αδαδαδαδαδδα −−−++=  (3.11-38) 
 




































































































k  (3.11-39) 
 
Pomocí rovnice (3.10-5) vypočteme činitele vinutí, výsledky jsou uvedeny v Tab. 3.11-5. 
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4 NÁVRH VINUTÍ ASYNCHRONNÍHO MOTORU 
Účelem této kapitoly je porovnání klasické a nové metody návrhu vinutí ASM. Návrh je pro-
veden pro trojfázové vinutí p = 1, Q = 24, q = 4, y = 12 asynchronního motoru AOM060L02-016. 
 Návrh vinutí p = 1, Q = 24, q = 4, y = 12 klasickým způsobem 4.1
V této kapitole je klasickým způsobem navrženo vinutí motoru AOM060L02-016, viz přílo-
ha P-2. 
Při návrhu postupujeme podle [1] a [3]. Cílem návrhu je určit potřebný počet vodičů a vypo-
číst velikost magnetické indukce ve vzduchové mezeře a v statorovém zubu. 
4.1.1 Určení celkového počtu vodičů 









PI  (4.1-1) 
 
kde P [W]  jmenovitý výkon, 
Us  [V]  sdružené napětí, 
cos(ϕ)  [-]  účiník, 
η  [%]  účinnost. 
 














V  (4.1-2) 
 
kde D  [m]   průměr vrtání statoru, 
A  [A.m-1]  lineární proudové zatížení (A = 21834 A.m-1), 
ap1  [-]   počet paralelních větví. 
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4.1.2 Činitel vinutí 



























k  (4.1-4) 












kyk  (4.1-5) 
 
Celkový činitel vinutí: 
 
.958,01y,1q,1w, == kkk  (4.1-6) 
 
4.1.3 Magnetická indukce ve vzduchové mezeře 












Φ  (4.1-7) 
 










ΦB  (4.1-8) 
 
kde  l  [m] délka svazku bez ventilačních kanálů. 
 








BB χδ  (4.1-9) 
 
kde χ1  [-]  činitel primární vazby (χ1 = 0,97), 
k1  [-]  převrácená hodnota činitele deformace (k1 = 1,087). 
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4.1.4 Magnetická indukce v zubu statoru 















DBB  (4.1-10) 
 
kde bz1  [m]  šířka zubu statoru u dna (bz1= 4,35 mm). 
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 Návrh vinutí p = 1, Q = 24, q = 4, y =12 novou metodou 4.2
V této kapitole je proveden návrh shodného vinutí jako v kapitole předešlé, tentokrát ovšem 
pomocí nové metody návrhu vinutí. 
4.2.1 Hustota vinutí 
Na Obr. 4.2-1 je zobrazeno vinutí p = 1, Q = 24, q = 4, y =12. 
 
 
Obr. 4.2-1: a) Vinutí motoru AOM060L02-016 Q = 24, αs = 15°. 
b) Reprezentace pomocí Diracových impulzů. 
 
Podle Obr. 4.2-1b) lze přímo psát absolutní tvar hustoty vodičů ve formě Diracových impul-
zů: 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ].15141312320
4 sssssss
I αδαδαδαδαδαδαδδα −−−−+++= Nn  (4.2-1) 
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n =  (4.2-3) 
 
Podle (3.10-5) vypočteme činitel vinutí pro pracovní harmonickou: 
 
 
.95766,0w,1 =k  (4.2-4) 
 
Poznámka: V tomto případě by bylo lepší hustotu vinutí uvažovat pouze na intervalu 〈0; pi〉 











































= αδαδαδαδα Nn  (4.2-5) 
 
V tomto případě je vinutí pootočeno o úhel 7,5°, tj. o ½αs, abychom se vyhnuli nutnosti počí-
tat s polovičními počty vodičů v polohách 0° a 180°, viz příklad 3.11.1. 




























nk  (4.2-6) 
 
Je nutné zdůraznit, že rovnice (4.2-2) a (4.2-6) jsou si ekvivalentní při výpočtu pracovních 
harmonických. Jediným jejich rozdílem je, že rovnice (4.2-6) obsahuje i sudé harmonické. 
4.2.2 Určení celkového počtu vodičů 
Pro návrh celkového počtu vodičů využijeme rovnici (3.10-4). Podle kapitoly 4.1 volíme a 
vypočteme jednotlivé konstanty následovně: 
• činitel šířky zubu kt = 0,48, 
• činitel plnění statorových plechů ve svaku kfFe = 0,95, 
• maximální magnetická indukce v zubu Bmax,1 = 1,72 T. 
• magnetická indukce ve vzduchové mezeře 0,78 T. 
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Podle obrázku  Obr. 4.2-1a) je vinutí rovnoměrně rozděleno do čtyř drážek, tj. celkový počet 
vodičů musí být násobkem čísla čtyři, proto celkový počet vodičů může být buď 188, nebo 192. 
Potom na každou drážku bude připadat buď 47, nebo 48 závitů. 
Protože požadovaný počet závitů v drážce je pouze o jeden více jak v původním motoru 
AOM060L02-016, není nutné ověřovat činitel plnění drážky, tj. zda se tento počet vodičů  
do drážky vejde.  
V případě, že bychom uvažovali hustotu vodičů ve formě pravoúhlých impulzů rozprostře-
ných na celou drážkovou rozteč, činitel vinutí by vyšel 0,95493 a požadovaný počet vodičů  
by byl po zaokrouhlení nahoru 192.  
Při porovnání obou návrhů je vidět, že oba způsoby návrhu vinutí jsou si rovnocenné 
po stránce vypočteného celkového počtu vodičů, zde záleží na způsobu zaokrouhlování. 
V případě maximální hodnoty magnetické indukce v statorovém zubu by její rozdíl při pou-
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5 ASYNCHRONNÍ MOTOR V PROGRAMU MAXWELL 
V této kapitole je sestaven 2D model ASM AOM060L02-016 v programu ANSYS Maxwell 
s vinutím podle předcházející kapitoly, tj. s 47 vodiči v drážce. Rozdíl mezi použitím 48 a  
47 vodičů na drážku je zanedbatelný. 
Na Obr. 5-1a) je zobrazen model ASM AOM060L02-016 vytvořený v programu ANSYS 




Obr. 5-1: a) Model ASM AOM060L02-016 v programu ANSYS Maxwell.  
b) Zobrazení statorového vinutí v drážkách. 
 
 Magnetická indukce ve vzduchové mezeře a v statorovém zubu  5.1
V této kapitole je provedeno porovnání magnetických indukcí ve vzduchové mezeře a v sta-
torovém zubu vypočtených při návrhu vinutí (kapitola 4) a v programu Maxwell při synchronní 
rychlosti, tj. v rotorových tyčích netečou žádné proudy. Vzájemné natočení rotoru vůči statoru 
je zvoleno tak, aby maximální hodnota magnetické indukce Bmax byla právě v zubu podle  
Obr. 5.1-1. 
V Tab. 5.1-1 je provedeno porovnání magnetický indukcí ve vzduchové mezeře a v statoro-
vém zubu a jim odpovídající proudy vnucené statorovému vinutí. Tučně jsou zvýrazněny hodno-
ty, které byly požadovány. 
Z porovnání je vidět, že požadované hodnotě maximální indukce ve statorovém zubu 1,72 T 
odpovídá efektivní hodnotě proudu 2 A, což odpovídá proudu naprázdno daného motoru, viz ka-
pitola 6.3.1.  
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Obr. 5.1-1: Detail statorového zubu s vyznačeným bodem maximální magnetické indukce. 
 
Tab. 5.1-1: Magnetické indukce v motoru a jim odpovídající proudy. 
Statorový proud [A] Magnetická indukce [T] 
Amplituda Efektivní hodnota Ve statorovém zubu První harm. ve vzduchové mezeře 
2,8 2,0 1,72 0,78 
5,9 4,2 1,88 0,86 
6,4 4,5 1,89 0,87 
 
Na Obr. 5.1-2 je zobrazena magnetická indukce v magnetickém obvodu motoru pro amplitu-
du statorového proudu 2,8 A, tj. efektivní hodnota 2 A. Na Obr. 5.1-3 a Obr. 5.1-4 je zobrazen 
průběh magnetické indukce ve vzduchové mezeře a její spektrum. 
Na Obr. 5.1-5 je provedeno porovnání vyšších harmonických magnetické indukce ve vzdu-
chové mezeře vztažené k první harmonické pro magnetickou indukci spočtenou pomocí teorie 
uvedené v kapitole 3 (modře) a indukci spočtenou pomocí programu Maxwell. V grafu jsou sudé 
a trojnásobné harmonické vynulovány. Je vidět, že teorie dává mírně optimističtější výsledky 
oproti spočteným hodnotám v Maxwellu. Přímé porovnání 23. a 25. harmonické není možné, 
protože tyto jsou zvětšeny vlivem drážkování statoru (24 drážek) tzv. zubové harmonické. 
Další rozdíly jsou zejména způsobeny tím, že v programu Maxwell jsou použity nelineární 
magnetické materiály a jsou uvažovány reálné tvary drážek na rozdíl od uvedené teorie 
v kapitole 3. 
Bmax 
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Obr. 5.1-2: Zobrazení magnetické indukce pro efektivní hodnotu statorového proudu 2 A. 
 
 
Obr. 5.1-3: Magnetická indukce ve vzduchové mezeře pro statorový proud 2 A. 
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Obr. 5.1-4: Harmonické magnetické indukce ve vzduchové mezeře pro statorový proud 2 A. 
 
 
Obr. 5.1-5: Porovnání vyšších harmonických magnetické indukce ve vzduchové mezeře vztaže-
ných na první harmonickou spočtených podle nové teorie (modře) a v Maxwellu (červeně). 
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 Simulace ASM při jmenovitém zatížení 5.2
V této kapitole je simulováno nominální zatížení ASM 7,33 N.m, což odpovídá jmenovitému 
momentu podle štítku stroje. Simulace vychází z počáteční rychlosti stroje 3000 min-1 následně 
 je skokově připojen zátěžný moment 7,33 N.m. 
Na Obr. 5.2-1 je zobrazena magnetická indukce ve stroji při zatížení 7,33 N.m. 
Na Obr. 5.2-2 je zobrazen průběh simulovaného proudu ASM při skokové zátěži 7,33 N.m 
v programu Maxwell. Při ustáleném stavu je amplituda proudu 5,9 A což odpovídá efektivní 
hodnotě 4,2 A. Tato hodnota odpovídá relativně dobře štítkové hodnotě 4,5 A (příloha P-2),  
což mimo jiné vypovídá i o tom, že model stroje v Maxwellu je sestaven korektně. 
Na Obr. 5.2-3 je zobrazen průběh rychlosti motoru po připojení zátěže. Rychlost po ustálení 
přechodových dějů je 2936 min-1, tato hodnota byla experimentálně ověřena, viz změřená mo-
mentová charakteristika Obr. 6.3-4. 
Na Obr. 5.2-4 je zobrazen průběh vnitřního momentu stroje. 
Na Obr. 5.2-5 a Obr. 5.2-6 je zobrazen průběh magnetické indukce ve vzduchové mezeře a 
jeho vyšší harmonické. Porovnání poměrů vyšších harmonických magnetické indukci vztažených 
vůči první harmonické je provedeno na Obr. 5.2-7. Červenou čarou jsou zobrazeny harmonické 
magnetické indukce z výpočtu při zatížení 7,33 N.m, černou čarou při amplitudě statorového 
proudu 5,9 A ve stavu naprázdno a modrou čarou teoreticky vypočtené hodnoty.  Je vidět, teore-
tické hodnoty magnetické indukce jsou ve velmi dobré shodě s hodnotami vypočtenými ve stavu 
naprázdno při proudu 5,9 A. 
 
Obr. 5.2-1: Zobrazení magnetické indukce při zatížení 7,33 N.m. 
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Obr. 5.2-2: Průběh simulovaných proudů ASM při zapojení zátěže 7,33 N.m. 
 
 
Obr. 5.2-3: Průběh simulované rychlosti ASM při zapojení zátěže 7,33 N.m. 
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Obr. 5.2-5: Průběh magnetické indukce ve vzduchové mezeře ASM při zatížení 7,33 N.m. 
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Obr. 5.2-6: Harmonické magnetické indukce ve vzduchové mezeře při zatížení 7,33 N.m. 
 
 
Obr. 5.2-7: Porovnání vyšších harmonických magnetické indukce ve vzduchové mezeře vztaže-
ných na první harmonickou spočtených podle nové teorie (modře), v Maxwellu (červeně) a  
ve stavu naprázdno při efektivní hodnotě proudu 4,2 A (černě). 
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6 AKCELERAČNÍ METODA MĚŘENÍ MOMENTOVÉ CHA-
RAKTERISTIKY  
V této kapitole je popsána akcelerační metoda měření momentové charakteristiky ASM. 
V následující kapitole bude zde dosažených výsledků použito pro přesnou identifikaci parametrů 
náhradního zapojení ASM ve tvaru Γ-článku.   
Běžně změřená momentová charakteristika asynchronních motorů, je zatížena relativně vel-
kou chybou způsobenou hlavně: 
• Posunem momentu zvratu ke skluzu jedna. Toto je způsobeno vlivem růstu rotorového od-
poru během měření, tj. růstem teploty rotorového vinutí. 
• Poklesem momentové charakteristiky. Toto je způsobeno růstem statorového odporu během 
měření. 
Pro eliminaci vlivu teploty na tvar momentové charakteristiky, je nutné měřit vždy jen jediný 
bod momentové charakteristiky, po té motor nechat vychladnout a měřit další bod. Tento způsob 
měření je ale velmi časově náročný a je při něm důležité velmi rychlé nastavení zátěžného mo-
mentu na dynamometru. U moderních dynamometrů, které měří momentovou charakteristiku 
stroje automaticky, tento problém nadále přetrvává, protože i zde během měření nelze zajistit 
konstantní teplotu vinutí. 
Na druhou stranu je možné měřit momentovou charakteristiku pomocí akcelerační metody, 
která během měření celé momentové charakteristiky zahřívá vinutí stroje minimálně. A navíc lze 
snadno určit vzniklé oteplení. 
Autorovy publikace na téma měření momentové charakteristiky akcelerační metodou: [26], 
[27], [28], [29] a [30]. 
 Princip akcelerační metody 6.1
Během akcelerační metody je motor rozběhnut z nulové rychlosti zcela naprázdno. Je měřena 
rychlost, napětí a proudy během jeho rozběhu. Moment motoru je určen ze zrychlení stroje a cel-
kového momentu setrvačnosti, jenž je urychlován. Základním předpokladem této metody je,  
že rychlost motoru je měřena velmi přesně, protože z ní je vypočteno zrychlení a následně i mo-
ment. 
Moment motoru M se vypočte na základě dynamické rovnice: 
 









+=  (6.1-1) 
 
kde J  [kg.m2] celkový moment setrvačnosti, 
 ωm [rad.s-1] úhlová rychlost motoru, 
 Mz  [N.m]  zátěžný moment (třecí ztráty, ventilační ztráty apod.). 
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V případech, kdy je měřený motor zcela naprázdno, tj. na hřídeli stroje není ani ventilátor, 
můžeme zátěžný moment zanedbat. V mnoha případech je postačující, že zátěžný moment uvažu-
jeme konstantní, tj. nezávislý na rychlosti. Potom tento konstantní zátěžný moment stačí přičíst 
k vypočtenému dynamickému momentu, abychom dostali skutečný moment motoru.  
Během rozběhu ASM dochází ve vinutí stroje k velmi rychlým přechodovým jevům, které 
jsou způsobeny elektromechanickými interakcemi (každý motor je kmitavá soustava druhého 
řádu). Tyto mění tvar momentové charakteristiky a velmi znesnadňují měření. Pro potlačení pře-
chodových jevů v motoru je velmi důležité prodloužit dobu rozběhu motoru. Tohoto je možné 
docílit v zásadě dvěma způsoby: 
a) Měření při sníženém napětí 
Při tomto způsobu prodloužení doby rozběhu je zapotřebí pouze dostatečně dimenzovaný re-
gulovatelný střídavý zdroj. Nevýhodou této metody je, že je třeba znát přesnou závislost momen-
tu a proudu motoru na napětí, protože vlivem nelinearity magnetického obvodu ASM není tato 
závislost kvadratická, resp. lineární, jak by plynulo z náhradního zapojení ASM. Tato problema-
tika je podrobně rozebrána např. v [13] a [31]. 
b) Měření za pomoci přídavných setrvačníků 
Tento způsob prodloužení doby rozběhu nemá výše uvedené nedostatky. Nevýhodou této 
metody je, že je třeba přímo na hřídel, resp. přes spojku, viz [32], připojit k motoru externí setr-
vačník o známém momentu setrvačnosti. V našem případě je použito čtyř kusů identických pří-
davných setrvačníků o mementu setrvačnosti 34,09×10-3 kg.m2, potom celkový moment setrvač-
nosti je dán následujícím vztahem: 
 
,setrrotor JSJJ +=  (6.1-2) 
 
kde Jrotor  [kg.m2]  moment setrvačnosti rotoru, 
 Jsetr  [kg.m2]  moment setrvačnosti přídavného setrvačníku, 
 S  [-]   celkový počet přídavných setrvačníků. 
  
Výhodou této metody je, že pokud měříme alespoň se dvěma rozdílnými setrvačníky,  










SSJJ  (6.1-3) 
 
kde ε  [rad.s-2]  úhlové zrychlení motoru v místě odpovídajícím momentu zvratu. 
 
Teoreticky je možné použít libovolný bod na momentové charakteristice, ale pro automatic-
ký výpočet je výhodnější využít momentu zvratu. Je si ale dobré uvědomit, že vypočtený průběh 
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momentu na základě rovnice (6.1-1) je v časové oblasti, tj. obecně nelze porovnávat přímo vy-
počtené charakteristiky, resp. body ve stejném časovém okamžiku. 
6.1.1 Návrh přídavného setrvačníku 
Při návrhu setrvačníku vycházíme ze zjednodušujícího předpokladu, že moment motoru  
je během rozběhu konstantní.  








=  (6.1-4) 
 
kde Mavg  [N.m]  průměrná hodnota momentu, 
 T [s]   doba rozběhu. 
 
V této rovnici se předpokládá, že stroj se rozbíhá z nulové rychlosti do rychlosti synchronní 






=  (6.1-5) 
 
V případě motoru AOM060L02-016, viz Obr. 6.3-4 měření na dynamometru, uvažujeme 
průměrnou hodnotu momentu o velikosti 22  N.m. Tato hodnota je určena jako střed mezi mo-
mentem zvratu a momentem záběrovým. Pro požadovaný čas rozběhu 2 s, při kmitočtu 50 Hz,  





J  (6.1-6) 
 
Pro výrobu setrvačníku byl vybrán ocelový válec s hustotou 7600 kg.m-3 o poloměru 
130 mm. Na základě požadovaného momentu setrvačnosti by měl přídavný setrvačník vážit při-
bližně 16,5  kg. Setrvačník je rozdělen na čtyři stejné části o hmotnosti přibližně 4 kg. 







2setr rrhJ −= ρpi  (6.1-7) 
 
kde  r1  [m]   vnitřní poloměr setrvačníku (poloměr hřídele), 
 r2  [m]   vnější poloměr setrvačníku, 
Moderní matematické metody syntézy a analýzy střídavých strojů    
 
- 77 - 
 hsetr  [m]   šířka setrvačníku, 
 ρ [kg.m-3]  hustota setrvačníku. 
Pro výrobu dílčího setrvačníku byly zvoleny následující rozměry r1 = 15 mm, r2 = 130 mm,  
hsetr = 10 mm a ρ = 7600 kg.m-3. Moment setrvačnosti jednoho dílčího setrvačníku  
je 0,03409 kg.m2.  
 
6.1.2 Oteplení rotorového vinutí během rozběhu 
Ztráty v rotoru Prot jsou dány vztahem: 
 
,srot ωMsP =  (6.1-8) 
 
kde  ωs [rad.s-1]  synchronní úhlová rychlost. 
 








tMstPW ω  (6.1-9) 
 




























=−=−==== ∫∫∫∫∫  (6.1-10) 
 
Celková energie přeměněná v rotoru na teplo během rozběhu je rovna celkové kinetické 
energii všech rotačních hmot. Předpokládejme, že celková doba rozběhu je natolik krátká, že se 
teplo z klece dále nešíří, tj. adiabatický děj. Potom se oteplení ∆T rotorového vinutí vypočte pod-





WT =∆  (6.1-11) 
 
kde mAl  [kg]    hmotnost hliníkové klece, 
 cAl  [J.kg-1.K-1]  měrná tepelná kapacita hliníku. 
Pro asynchronní motor AOM060L02-016 vychází maximální hodnota oteplení při použití 
všech čtyř přídavných setrvačníků přibližně na 15 K. Tato hodnota odpovídá změně rotorového 
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odporu o 6%. Při porovnání měřených průběhů momentových charakteristik, bude ukázáno,  
že toto oteplení má velmi malý vliv na tvar změřené charakteristiky. 
 Záznam a zpracování měřených dat 6.2
Mezi hlavní nedostatky akcelerační metody patří požadavek velmi přesně měřit a zazname-
nat průběh rychlosti motoru během jeho rozběhu. Tento požadavek vyvstává z potřeby numerické 
derivace průběhu otáček, abychom dostali zrychlení motoru a z něho moment motoru. V dalším 
textu je ukázáno, že tento požadavek lze do značné míry eliminovat kvalitním zpracováním změ-
řených dat. 
6.2.1 Popis pracoviště 
Pracoviště pro měření momentové charakteristiky akcelerační metodou je znázorněno  
na Obr. 6.2-1. 
 
Obr. 6.2-1: Zapojení měřicího pracoviště. 
 
Během rozběhu motoru jsou kontinuálně zaznamenávány pomocí osciloskopu Agilent 
DSO6054A pulzy z inkrementálního čidla rychlosti, statorové proudy a napájecí napětí. Veškeré 
zpracování měřených hodnot je provedeno v programu MATLAB. 
Při měření na třífázovém dvoupólovém ASM AOM060L02-016 bylo použito následující vy-
bavení: 
• Inkrementální enkodér: SIC STEGMANN DFS60B-BDPC1000, optický enkodér s volně 
programovatelným počtem pulzů na otáčku od 1 do 10 000. Při měření byla nastavena hod-
nota 500 pulzů na otáčku. 
• Osciloskop: Agilent DSO6054A, 500 MHz, 4 GSa/s, vnitřní paměť osciloskopu 4 Mpts 
(miliony bodů) na kanál. 


















(t) ω (t) 
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6.2.2 Chyba měření rychlosti 
Pro záznam pulzů z inkrementálního čidla byl použit osciloskop Agilent DSO6054A s vnitřní 
pamětí 4 Mpts na jeden kanál. Velikost vnitřní paměti určuje vzorkování změřených dat ulože-
ných v paměti, např. při časové základně 0,5 sekundy na dílek, tj. 5 sekund na obrazovku, je ulo-
žen vzorek každých 1,25 ms. Na Obr. 6.2-2 je zobrazen průběh dvou po sobě jdoucích pulzů 
(červeně) z inkrementálního čidla a jejich diskrétní hodnoty uložené v čase při rychlosti 
3000 min-1 a 500 pulzech na otáčku. Na Obr. 6.2-3 je zobrazen detail náběžné hrany pulzu. 
 
Obr. 6.2-2: Zobrazení pulzů inkrementálního čidla a jeho navzorkování. 
 
 
Obr. 6.2-3: Detail pulzu inkrementálního čidla a jeho navzorkování. 
 
Rychlost motoru je určena z po sobě jdoucích náběžných a sestupných hran pulzů inkremen-
tálního čidla. Z Obr. 6.2-3 je zřejmé, že polohu těchto hran jsme schopni detekovat pouze v dis-
krétních časech, tzn. měření rychlosti je vždy zatíženo chybou. Prakticky uvažujeme chybu právě 
jednoho vzorku, tj. v případě Obr. 6.2-3 1,25 ms.  
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kde  Ninkr [-]   počet inkrementů na otáčku, 
 Tosc [s]   časová základna osciloskopu na jeden dílek, 
 Nmem [-]   vnitřní paměť osciloskopu na jeden kanál. 
 
V Tab. 6.2-1 jsou uvedeny chyby měření rychlosti pro různé nastavení počtu inkrementů a 
různé časové základny osciloskopu Agilent DSO6054A. 
 
Tab. 6.2-1: Absolutní chyba otáček pro různý počet inkrementů a časy osciloskopu. 
f = 50 Hz, Nmem = 4 Mpts
∆n [min-1] 
Ninkr [-] 






0,05 1,88 3,75 9,40 18,87 200,00 
0,10 3,75 7,52 18,87 37,97 428,57 
0,20 7,52 15,08 37,97 76,92 1000,00 
0,50 18,87 37,97 96,77 200,00 5000,00 
 
Na Obr. 6.2-4 je zobrazen detail změřených otáček během rozběhu v okolí 2450 min-1,  
při Tosc = 0,2 s. Z obrázku je možné odečíst absolutní chybu měření, která činí přibližně 25 min-1, 
tato hodnota zcela přesně odpovídá chybě, kterou bychom vypočetli pomocí rovnice (6.2-1). 
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Obr. 6.2-4: Detail měřené rychlosti motoru během rozběhu v okolí rychlosti 2450 min-1. 
 
Protože moment motoru je podle rovnice (6.1-1) numericky vypočten jako derivace rychlos-
ti, je z průběhu změřené rychlosti Obr. 6.2-4 zřejmé, že numerická derivace tohoto signálu  
je prakticky nemožná. Proto se běžně používají dva přístupy, jak s tímto signálem pracovat: 
a) Filtrace změřeného signálu 
Při tomto způsobu zpracování je nutné filtrovat změřená data před provedením samotné nu-
merické derivace a poté je opět filtrovat po provedení derivace. Samotná filtrace musí být adap-
tivní s ohledem na okamžitou rychlost motoru. Toto je obzvláště důležité v případě, že rychlost  
je snímána pomocí inkrementálních čidel. Nevýhodou filtrace je, že při ní vznikají fázové posuvy 
mezi původním signálem a filtrovaným signálem.  Toto má za následek, že momentová charakte-
ristika neodpovídá charakteristice, kterou motor má. Praktické použití filtrů a možných dosaže-
ných výsledků lze nalézt např. v [33]. 
b) Proložení měřených dat polynomy 
Tento způsob využívá k proložení velmi zarušených měřených průběhů polynomy. Výhoda 
prokládání měřené křivky polynomy je, že s polynomy je velice snadné dále pracovat jako např. 
provádět derivaci. Tento způsob úpravy měřených dat je uveden např. v [32] a [34]. Pro přesné 
proložení měřených průběhů je nutné využívat polynomy relativně vysokých řádů, autoři  
se ve výše uvedených článcích zabývají nalezením vhodného způsobu volby řádu použitého po-
lynomu. Velkým problém polynomů s vysokými řády je to, že v koncových bodech prokládaného 
průběhů vznikají nechtěné oscilace, tzv. Rungeho fenomén, viz [35]. Toto prakticky znamená,  
že vypočtená měřená charakteristika není použitelná v okolí záběrového momentu a v okolí sklu-
zu rovném nule. 
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6.2.3 B-spline filtrace 
B-spline (B značí bázi) je polynomická aproximační křivka, která se nejčastěji používá  
v CAD programech a pro 3D vizualizaci a animaci např. program 3ds Max. Použití B-splinu pro 
prokládání měřených dat není na rozdíl od polynomů a splinů běžně používané. Použití B-splinů 
na filtraci měřených dat z inkrementálního čidla rychlosti je původním přínosem autora, viz [30]. 
Principem B-splinu je rozdělit aproximovanou křivku na menší intervaly, které lze velmi 
dobře proložit polynomem nízkého řádu. Prakticky je většinou dostatečné používat kvadratické, 
resp. kubické polynomy. Potom celkový B-spline je složen z velkého množství polynomů nízké-
ho řádu. Díky tomu lze přesně proložit téměř jakýkoliv průběh bez vzniku nechtěných oscilací  
v koncových bodech prokládaného průběhu. 
Definice B-splinu byla převzata z [36]. 
Nechť P0, P1, …, Pm, (Pi ∈ R) je m + 1 kontrolních bodů a t = (t0, t1, …, tm+n+1) je pole uzlo-
vých bodů. Sekvence uzlových bodů je neklesající, tj. ti ≤ ti+1.  Uzlové body mají význam x-ové 
souřadnice v grafu, tj. nejčastěji čas, v případě momentové charakteristiky skluz. 
Potom B-spline C(t) řádu n (1 < n < m) pro kontrolní body Pi a pole uzlových bodů t je defi-
nován jako: 







=C  (6.2-2) 
 












tN  (6.2-3) 
a 
























=  (6.2-4) 
 
kde 0 ≤ i ≤ m + n – k a 1 ≤ k ≤ n.  
První derivace B-splinu se vypočte podle vztahu: 
 
















=C  (6.2-5) 
kde 




























=  (6.2-6) 
 
Vyšší derivace lze spočítat rekurzivním použitím vztahu (6.2-5). 
Moderní matematické metody syntézy a analýzy střídavých strojů    
 
- 83 - 
 Změřené charakteristiky motoru AOM060L02-016   6.3
V této kapitole jsou uvedeny výsledky měření na motoru AOM060L02-016. 
6.3.1 Statorový proud 
Na Obr. 6.3-1 jsou zobrazeny průběhy efektivní hodnoty statorového proudu v čase při pou-
žití různého počtu přídavných setrvačníků. Ve všech případech byla efektivní hodnota záběrové-
ho proudu 36,77 A  (amplituda 52 A) a proudy naprázdno 2,05 A. 
 
Obr. 6.3-1: Závislost efektivní hodnoty statorového proudu na čase. Parametrem je počet  
setrvačníků S. 
 
Na Obr. 6.3-2 je provedeno porovnání efektivní hodnoty statorového proudu ASM změřené 
v průběhu akceleračního testu a v průběhu měření momentové charakteristice na dynamometru. 
Obě charakteristiky jsou si velmi podobné v okolí nulového skluzu. V případě akceleračního testu 
nedochází k takovému ohřevu vinutí oproti klasickému měření na dynamometru, tj. součet odpo-
ru statorového vinutí a rotorového odporu přepočteného na stator je nižší, proto je v případě akce-
lerační metody proud záběrový vyšší oproti proudu při měření na dynamometru. Záběrové prou-
dy se liší přibližně o 7 %. 

















S = 1             S = 2           S = 3               S = 4 
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Obr. 6.3-2: Porovnání statorového proudu měřeného  
během akcelerace (červeně) a na dynamometru (*). 
 
6.3.2 Momentová charakteristika 
Na Obr. 6.3-3 jsou zobrazeny průběhy rychlosti během rozběhu motoru pro různý počet pří-
davných setrvačníků. Při nepoužití přídavných setrvačníků je rozběh natolik rychlý, že dochází 
k překmitu rychlosti na 3300 min-1 a jejímu postupnému ustálení na hodnotu 2998 min-1. Dále  
je z průběhů patrné, že každý jednotlivý přídavný setrvačník prodlužuje dobu rozběhu přibližně  
o 0,5 sekundy, což odpovídá požadavku návrhu z kapitoly 6.1.1.  
Na Obr. 6.3-4 je provedeno porovnání změřených momentových charakteristik pomocí akce-
lerační metody (červeně) a na dynamometru (*). Z porovnání obou momentových charakteristik 
je vidět, že moment zvratu je v případě měření na dynamometru posunut výrazně doleva (vyšší 
skluz). Toto je dáno tím, že při měření na dynamometru byla hodnota rotorového odporu vyšší 
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Obr. 6.3-3: Porovnání průběhu rychlosti během rozběhu pro různý počet setrvačníků S. 
 
 
Obr. 6.3-4: Porovnání momentových charakteristik změřených pomocí  
akcelerační metody (červeně) a na dynamometru (*). 
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Poznámka: Je dobré poznamenat, že postup měření momentové charakteristiky pomocí akcele-
rační metody byl následující: nejprve byl proveden akcelerační test se čtyřmi setrvačníky, poté  
se třemi atd. Prodleva mezi jednotlivými měřeními byla přibližně 10 minut, což odpovídá času 
potřebnému k přenosu dat z osciloskopu Agilent DSO6054A do počítače. 
Na Obr. 6.3-5 je pak zobrazen detail momentové charakteristiky v okolí momentu zvratu pro 
různé počty přídavných setrvačníků. Z obrázku je velmi dobře vidět, že moment zvratu ve všech 
čtyřech případech vyšel přibližně shodný, obdobně tak i skluz zvratu. Neboli, oteplení motoru 
během čtyř po sobě jedoucích měření bylo velmi malé. 
 
 


















S = 1 
S = 4 
S = 3 
S = 2 
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7 IDENTIFIKACE PARAMETRŮ NÁHRADNÍHO ZAPOJENÍ 
ASM  
V současné době existuje celá řada způsobů, jakými lze identifikovat parametry náhradního 
zapojení asynchronního motoru. Velmi obsáhlý přehled nejrozšířenějších a nejpoužívanějších 
způsobů identifikace parametrů ASM lze nalézt např. v [12].  
V této práci se budeme zabývat jen a pouze identifikací parametrů náhradního zapojení  
ve tvaru Γ-článku s pevně danou strukturou modelu. Nebudeme se zabývat identifikací 
s proměnou strukturou modelu tzv. Black-box, viz [37], jejímž cílem je nalezení jak modelu iden-
tifikovaného systému, tak i jeho parametrů. Tato metoda je velmi vhodná v případě, kdy chceme 
velmi přesně identifikovat měřený stroj. Nevýhodou je, že výslednému modelu stroje je téměř 
nemožné přiřadit změřené parametry, jako jsou odpory a indukčnosti, tzn. nelze takto vzniklý 
model obecně aplikovat na jiný typově shodný stroj. 
Základní dělení způsobů identifikace parametrů náhradního zapojení: 
• On-line identifikace – identifikace se provádí kontinuálně během provozu stroje,  
tj. je možné okamžitě provádět korekce identifikovaných veličin, např. změny odporů vli-
vem teploty apod. Obvykle je vyžadováno, aby výsledky identifikace byly dostupné  
v co nejkratším čase, tj. aby se mohl velmi rychle modifikovat řídící algoritmus. Nevýho-
dou může být, že obvykle tento typ identifikace je tzv. lokální, tj. např. v případě ASM, kte-
rý pracuje při nominálním zatížení, identifikujeme parametry, které popisují chování jen a 
pouze v okolí nominálního pracovního bodu. 
• Off-line identifikace – parametry se identifikují po provedení příslušných měření na stroji. 
Jako nejběžnější off-line způsob identifikace lze považovat zkoušku naprázdno a nakrátko. 
Výhodou tohoto způsobu je, že můžeme identifikovat parametry stroje tak, aby byly platné 
v celém rozsahu pracovní charakteristiky. Nevýhodou je, že jsou to parametry spočtené jen 
a pouze pro přesně uvedené podmínky, např. teplotu, napětí apod. Tento způsob identifika-
ce využijeme v našem případě. 
Autorovy publikace na téma identifikace parametrů: [38], [39] a [40]. 
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 Náhradní zapojení ASM 7.1
Ve většině dostupných zdrojů se jako jediné správné náhradní zapojení jedné fáze asyn-
chronního motoru uvádí náhradní zapojení ve tvaru T-článku, viz [2], [7], [11] a [14]. V dalším 
textu bude ukázáno, že T-článek obsahuje jednu redundantní rozptylovou indukčnost a jeho pa-
rametry nejsou principiálně jednoznačně identifikovatelné.  
7.1.1 Náhradní zapojení ASM ve tvaru T-článku 
Na Obr. 7.1-1 je zobrazeno náhradní zapojení jedné fáze asynchronního motoru ve tvaru  
T-článku. 
Význam jednotlivých symbolů: 
 U  [V]   komplexní hodnota statorového napětí (efektivní hodnota), 
 I   [A]   komplexní hodnota statorového proudu (efektivní hodnota), 
 I/2  [A]   komplexní hodnota rotorového proudu přepočteného na stator (efektivní   
       hodnota), 
 R1  [Ω]   odpor statorového vinutí, 
 R/  [Ω]   odpor rotorového vinutí přepočtený na stator, 
 RFe  [Ω]   odpor reprezentující ztráty v železe, 
 Xσ1  [Ω]   statorová rozptylová reaktance, 
 X/σ  [Ω]   rotorová rozptylová reaktance přepočtená na stator, 
 Xµ
  [H]   magnetizační reaktance, 
 Lσ1  [H]   statorová rozptylová indukčnost, 
 L/σ  [H]   rotorová rozptylová indukčnost přepočtená na stator, 
 Lµ  [H]   magnetizační indukčnost. 
 
 












X σ 1=ω Lσ1
Moderní matematické metody syntézy a analýzy střídavých strojů    
 
- 89 - 
Poznámka: V dalším textu budeme výhradně pracovat s absolutními hodnotami, pokud nebude 
řečeno jinak, tj. dojde k přeznačení ve smyslu A ≡A, kde A reprezentuje veličiny vystupující 
v náhradním zapojení ASM. Obdobně pak i přepočtené veličiny budou značeny ve smyslu A ≡ A/, 
tj. v celém dalším textu jsou všechny veličiny vztaženy k statoru. 
Pro náhradní zapojení podle Obr. 7.1-1 lze odvodit momentovou charakteristiku jako funkci 
skluzu: 
( )( ) ( )( )[ ]















































kde symbol // značí paralelní kombinaci a j je imaginární jednotka. 
 
7.1.2 Náhradní zapojení ASM ve tvaru Γ-článku 
Na Obr. 7.1-2 je zobrazeno náhradní zapojení jedné fáze asynchronního motoru ve tvaru  
Γ-článku. 
 
Obr. 7.1-2: Náhradní zapojení jedné fáze ASM ve tvaru Γ-článku. 
 
I když se náhradní zapojení ASM ve tvaru Γ-článku a inverzního Γ-článku (iΓ-článku) pova-
žuje za méně obecné ve srovnání s T-článkem, bude zde ukázáno, že tomu tak není. 
V [21] a [41] je uveden přesný matematický postup odvození náhradního zapojení transfor-
mátoru ve tvaru Γ, iΓ a T-článku. Uvedený matematický postup lze bez problémů aplikovat  
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T-článku oproti ostatním zapojením, mimo jiné je zde dokázáno, že existuje nekonečné množství 
korektních náhradních zapojení se stejnými vlastnostmi, obdobně jako v [10]. V článcích [9] a 
[42] je ukázáno, že T-článek obsahuje jednu redundantní rozptylovou reaktanci, kterou nelze 
žádným způsobem změřit. 
Poznámka: Je dobré poznamenat, že pokud v náhradním zapojení ve tvaru Γ-článku oproti  
T-článku chybí statorová rozptylová indukčnost, neznamená to, že rozptyl statorového vinutí ne-
existuje. 
V [9] je ukázáno, že z pohledu identifikace parametrů je jedna ze dvou rozptylových indukč-
ností v T-článku nadbytečná.  
Nutnou podmínkou pro jednoznačnou identifikovatelnost jakéhokoli modelu je existence 
unikátní parametrizace modelu, tj. existuje právě jeden soubor parametrů, pomocí něhož lze mo-
delovat přesně chování systému, viz [37]. 














kde  Ψs  [Wb] statorový magnetický spřažený tok, 
 Ψr  [Wb] rotorový magnetický spřažený tok. 
 
Je zřejmé, že soustavu (7.1-3) není možné jednoznačně identifikovat, protože je to soustava 
dvou rovnic o třech neznámých Lµ, Lσ1 a Lσ, která má nekonečný počet řešení. 
Z tohoto plyne: 
• Přesné náhradní zapojení asynchronního motoru může mít tvar T, Γ a iΓ-článku s totožný-
mi vlastnostmi s pohledu vnějšího pozorovatele. 
• Pouze Γ a iΓ-článek lze identifikovat jednoznačně. 
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 Způsoby identifikace parametrů náhradního zapojení 7.2
Parametry budou identifikovány dvěma způsoby. Prvním z nich je klasická zkouška na-
prázdno a nakrátko. Druhý způsob určení parametrů je z porovnání změřených průběhů momentu 
a proudu z akceleračního testu s průběhy vypočtenými na základě rovnic (7.1-4) a (7.1-5). 
7.2.1 Zkouška naprázdno a nakrátko 
Seznam použitých symbolů v této kapitole: 
 Uk  [V]  efektivní hodnota napětí nakrátko, 
 Ik  [A]  efektivní hodnota proudu nakrátko, 
 Pk  [W]  příkon nakrátko, 
 U0  [V]  efektivní hodnota napětí naprázdno, 
 Un  [V] efektivní hodnota napětí jmenovitého, 
 I0  [A]  efektivní hodnota proudu naprázdno, 
 P0  [W] příkon naprázdno. 
 
a) Zkouška nakrátko 
Při zkoušce nakrátko je rotor zablokován, tj. skluz je roven jedné. Motor je napájen takovým 
napětím Uk, aby jim tekl jmenovitý proud Ik = In. Potom lze zanedbat magnetizační větev. 
Změřené hodnoty: R1, Uk, Ik, Pk. 
Vypočtené hodnoty: R, Xσ1 + Xσ. 






PR −=  (7.2-1) 
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UXX σ  (7.2-2) 
 
V Tab. 7.2-1 jsou uvedeny parametry změřené a vypočtené při zkoušce nakrátko asynchron-
ního motoru AOM060L02-016. 
Tab. 7.2-1: Výsledky zkoušky nakrátko motoru AOM060L02-016. 
R1 [Ω] Uk [V] Ik [A] Pk [W] R [Ω] Xσ1 + Xσ [Ω] Lσ1 + Lσ [mH] 
3,20 80,00 5,26 475,00 2,52 6,66 21,20 
 
b) Zkouška naprázdno 
Při zkoušce se rotor točí téměř synchronní rychlostí, tj. skluz je přibližně roven nule. Motor 
se napájí jmenovitým U0 = Un. Potom lze zanedbat celou rotorovou větev. 
Změřené hodnoty: U0, I0, P0. 
Vypočtené hodnoty: RFe, Xµ. 








R =  (7.2-3) 
 






























UX  (7.2-4) 
 
V Tab. 7.2-2 jsou uvedeny parametry změřené a vypočtené při zkoušce naprázdno asyn-
chronního motoru AOM060L02-016. 
 
Tab. 7.2-2: Výsledky zkoušky naprázdno motoru ASM AOM060L02-016. 
U0 [V] I0 [A] P0 [W] RFe [Ω] Xµ [Ω] Lµ [H] 
400,00 2,09 172,50 927,54 109,54 0,35 
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7.2.2 Identifikace na základě porovnání změřených a vypočtených 
charakteristik 
Je známo, že momentové, resp. proudové charakteristiky změřené a vypočítané se nikdy 
přesně neshodují. Všeobecně se má za to, že tyto odchylky jsou způsobené změnami odporů vli-
vem rostoucího oteplení během měření. Při přesné identifikaci je nutné vliv teploty bezpodmí-
nečně odstranit. Proto byla použita akcelerační metoda pro měření momentové a proudové cha-
rakteristiky. 
V kapitole 6.3 bylo ukázáno, že změřené charakteristiky pomocí akcelerační metody jsou 
mnohem méně ovlivněny oteplením vinutí během měření oproti témuž měření na dynamometru. 
Tohoto faktu využijeme při identifikaci parametrů náhradního zapojení ASM. Budeme předpo-
kládat, že hodnota statorového a rotorového odporu je konstantní, protože teplota je téměř kon-
stantní. Je zřejmé, že tento předpoklad nemůžeme uplatnit v případě měření na dynamometru. 
Principem této metody identifikace je, že porovnáváme tvary změřených charakteristik a cha-
rakteristik vypočtených podle daných rovnic. Při tomto měníme parametry v náhradním zapojení 
takovým způsobem, aby se měřený průběh shodoval s průběhem vypočteným. Soubor hodnot, 
pro který platí, že rozdíl změřených a vypočtených charakteristik je minimální, nazveme parame-
try motoru. 
V dalším textu se budeme výhradně zabývat těmito třemi způsoby identifikace: 
a) Porovnání momentových charakteristik. 
b) Porovnání proudových charakteristik. 
c) Porovnání momentových a proudových charakteristik. 
 Algoritmus identifikace 7.3
V této kapitole stručně popíšeme algoritmus identifikace parametrů náhradního zapojení 
ASM a základní předpoklady pro identifikaci. 
7.3.1 Skinefekt v rotorových tyčích 
Při identifikaci parametrů budeme respektovat závislost rotorového odporu na frekvenci způ-
sobenou skinefektem. 
Skinefekt je děj, při kterém dochází k vytlačování rotorového proudu v tyči směrem 
k povrchu rotoru, tj. dochází ke zmenšení průřezu, jímž proudu teče a tedy i ke zvýšení odporu 
vodiče. Závislost rotorového odporu na frekvenci popisuje rovnice, viz [43]: 
 
( ) ( )






= RR  (7.3-1) 
 
vδ
ξ h=  (7.3-2) 
a 
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ρδ =  (7.3-3) 
 
kde  RAC  [Ω]   odpor s uvážením skinefektu, 
 RDC  [Ω]   stejnosměrná hodnota odporu, 
 h  [m]   výška vodiče v drážce, 
 δv  [m]   hloubka vniku, 
 ξ  [-]   redukovaná výška vodiče v rotoru, 
 ρAl  [Ω.m]  měrný elektrický odpor (ρAl = 2,828⋅10-8 Ω.cm). 
 
Pro hliníkový vodič, při frekvenci 50 Hz, je hloubka vniku rovna 11,97 mm, což je srovna-
telné s výškou drážky uvažovaného motoru AOM060L02-016, která je vysoká 14,25 mm, proto 
je nutné skinefekt zohlednit. 
Obdobně lze odvodit vtah pro závislost indukčnosti na kmitočtu: 
 
( ) ( )








L  (7.3-4) 
 
kde  LAC  [Ω]   indukčnost s uvážením skinefektu, 
 LDC  [Ω]   stejnosměrná hodnota indukčnosti. 
 
Poznámka: V dalším textu budou indexy AC a DC vynechány, tímto dojde k zjednodušení zápi-
su rovnic a rovnice zároveň zůstanou obecně platné i v případech, kdy není skinefekt uvažován. 
7.3.2 Princip identifikace parametrů 
Zapíšeme měřené hodnoty skluzu, momentu a proudu ve formě polí: 
 
[ ] ,,,, T21 merNsss L=s  (7.3-5) 
 
[ ]T21 mer,,, NMMM L=M  (7.3-6) 
a 
[ ] ,,,,I T21 merNIII L=  (7.3-7) 
 
kde  Nmer  [-]   celkový počet měřených hodnot, 
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 s   [-]   pole měřených hodnot skluzů, 
 M  [N.m] pole měřených hodnot momentů, 
 I  [A]  pole měřených hodnot proudů. 
 
Poznámka: Horní index T v předcházejících rovnicích znamená transpozici řádkové matice  
(pole) na matici sloupcovou. 
 
Formálně si přeznačíme rovnice momentové a proudové charakteristiky (7.1-3), resp. (7.1-4) 
na: 
( ) ( )phfRULLRRsMsf ,,,,,,,,,, 1σµFeM =X  (7.3-8) 
a 
( ) ( ),,,,,,,,,,, 1σµFeI phfRULLRRsIsf =X  (7.3-9) 
 
kde  fM(s,X) [N.m]  rovnice obecné momentové charakteristiky, 
 fI(s,X)  [A]   rovnice obecné proudové charakteristiky, 
 X  [-]   pole parametrů: 
 
[ ] .,,,,,,,, 1σµFe phfRULLRR=X  (7.3-10) 
 
Identifikace parametrů je založena na porovnání měřených a vypočtených charakteristik pod-
le rovnice: 















kde wM [N-1.m-1]  jednotkový momentový váhový koeficient (wM = 1 N-1.m-1), 
 wI [A-1]    jednotkový proudový váhový koeficient (wI = 1 A-1), 
εerr [-]    absolutní chyba 
n [-]    n-tá změřená hodnota. 
 
V rovnici (7.3-11) jsme zavedli jednotkové váhové koeficienty wM , wI pro moment a proud. 
Tyto slouží jen a pouze pro to, aby bylo možné sčítat odchylky momentu a proudu bezrozměrně. 
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Při identifikaci požadujeme, aby odchylka εerr byla co nejmenší v ideálním případě nulová. 
Předpokládejme, že najdeme parametry takové, že εerr = 0, pak rovnici (7.3-11) můžeme přepsat  
na tvar: 


















Z tohoto je zřejmé, že identifikace parametrů ASM by měla být možná pouze z porovnání 
momentové, resp. proudové charakteristiky za předpokladu že druhá, resp. první rovnice je auto-
maticky splněna. Dále v textu bude ukázáno, že tento předpoklad není správný a identifikace 
pouze na jedinou změřenou charakteristiku je nemožná. 
7.3.3 Genetický algoritmus 
Pro řešení problému (7.3-11), tj. minimalizace absolutní chyby součtů odchylek měřených a 
vypočtených charakteristik momentových a proudových, tj. identifikaci parametrů náhradního 
zapojení ASM, bylo využito genetického algoritmu (GA). 
Na základě knihy [44] byl vytvořen v programu MATLAB evoluční algoritmus vycházející 
z GA pracujícím s reálnými čísly. Blokové schéma algoritmu je na Obr. 7.3-1. Principem funkce 
GA je postupná tvorba generací různých řešení daného problému. Cílem GA je nalezení minima 
tzv. cost funkce, kterou uvažujeme v našem případě při identifikaci parametrů z momentové  
i proudové charakteristiky ve tvaru: 
 














Mezi nejdůležitější funkční činnosti GA patří operace křížení. Tato vytvoří ze dvou původ-
ních parametrů p1 a p2 dva nové p21 a p12 na základě vztahů: 
 
( )21112 pppp −−= β  (7.3-15) 
a 
( ),21221 pppp −+= β  (7.3-16) 
 
kde β      [-]  náhodně vygenerované číslo, β ∈ 〈0; 1〉. 
 
 Pod pojmem parametr p1 a p2 si lze představit např. dvě různé hodnoty rotorového odporu 
apod.  
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Obr. 7.3-1: Blokové schéma genetického algoritmu. 
 
Z rovnic (7.3-15) a (7.3-16) je zřejmé, že nově vygenerované hodnoty parametrů opět náleží 
do intervalu 〈p1; p2〉, za předpokladu, že p1 ≤ p2. Tato vlastnost je velmi dobrá, protože nové pa-
rametry nemohou nekontrolovaně divergovat za nepřípustné hranice daného parametru. Na dru-
hou stranu, takto vzniklé hodnoty velmi často konvergují k lokálnímu minimu funkce (7.3-14). 
Obzvláště pokud globální minimum funkce (7.3-14) leží mimo interval 〈p1; p2〉. 
Proto je zavedena operace mutace, která může na základě pravděpodobnosti modifikovat 
hodnotu parametru p: 
( ) ,minminmax pppp +−= β  (7.3-17) 
 
kde  pmin  [-]  maximální přípustná hodnota parametru, 
pmax  [-]  minimální přípustná hodnota parametru. 
V [45] bylo dokázáno, že díky vlastnostem mutace a křížení je genetický algoritmus vždy 
konvergentní ke globálnímu minimu, tj. vždy najde nejlepší řešení. Nevýhodou GA může být 
pomalejší konvergence oproti jiným algoritmům, tyto ovšem nemají většinou zaručenu globální 
konvergenci. 
7.3.4 Nemožnost identifikace parametrů pouze z jedné charakteristiky 
Vyjdeme z rovnice (7.1-1) momentové charakteristiky odvozené pro T-článek. Tuto rovnici 









M  (7.3-18) 
 
kde  a2, a1, a0 [N-1.m-1]  obecné koeficienty momentové charakteristiky: 
 
 Definice cost funkce, proměných, ...
 Generace počáteční populace
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Z koeficientů a2, a1, a0 je zcela zřejmé, že tato obecná rovnice momentové charakteristiky  
je platná pro T, iΓ a Γ-článek. Například nové koeficienty a2, a1, a0 platné pro Γ-článek získáme 
tak, že dosadíme do rovnic (7.3-19), (7.3-20) a (7.3-21) rozptylovou indukčnost statorového vinu-
tí rovnu nule, tj. Lσ1 → 0. 
Předpokládejme, že momentová charakteristika měřeného motoru je přesně popsána rovnicí 
(7.3-18), potom identifikací parametrů ASM získáme unikátní hodnoty parametrů a2, a1, a0 a tím 
ji jednoznačně identifikujeme. Na druhou stranu to znamená, že existuje právě nekonečné množ-
ství takových parametrů R, RFe, Lσ1, Lσ, Lµ T-článku (parametr R1 neuvažujeme, protože jde pří-
mo změřit), které přesně popisují moment motoru pomocí rovnice (7.1-1). Důvodem je to,  
že neexistuje matematický postup, kterým bychom získali ze tři parametrů a2, a1, a0 naše nezná-
mé parametry R, RFe, Lσ1, Lσ, Lµ (soustava tří rovnic o pěti neznámých), tj. neexistuje transforma-
ce (a2, a1, a0) → (R, RFe, Lσ1, Lσ, Lµ), opačná transformace je definována rovnicemi (7.3-19), 
(7.3-20) a (7.3-21). Tento problém přetrvává i pro Γ a iΓ-článek. Např. v případě Γ-článku nee-
xistuje transformace (a2, a1, a0) → (R, RFe, Lσ, Lµ). 
Z tohoto plyne: 
• Pro identifikaci momentové charakteristiky (parametry a2, a1, a0) je nutné měřit právě tři li-
bovolné hodnoty momentu a jim odpovídající skluz, důkaz viz [46]. 
• Při popisu momentové charakteristiky jsou si T, iΓ a Γ-článek rovny. 
• Ze samotných parametrů a2, a1, a0 nelze jednoznačně určit velikosti jednotlivých parametrů 
náhradního zapojení ve formě T, iΓ ani Γ-článku. 
Obdobné závěry lze odvodit i pro proudovou charakteristiku. 
Praktická ukázka identifikace pouze na momentovou, resp. proudovou charakteristiku  
je ukázána v následujících kapitolách. 
  
Moderní matematické metody syntézy a analýzy střídavých strojů    
 
- 99 - 
Pro náhradní zapojení ASM ve tvaru Γ-článku lze zpětně z parametrů a2, a0 numericky určit 
parametry R a Lσ za předpokladu, že hodnoty RFe a Lµ jsou známé. Parametr a1 je závislý pouze 
na hodnotě RFe. Hodnoty RFe a Lµ je možné určit z měření naprázdno po rozběhnutí motoru bě-































=  (7.3-23) 
 
kde   ϕ  [rad]  fázový úhel mezi napětím a proudem. 
 
 Identifikace parametrů  7.4
Tato kapitola se zabývá identifikací náhradního zapojení asynchronního motoru  
ve tvaru Γ-článku. Rotorový odpor a rozptylovou indukčnost uvažujeme závislé na kmitočtu pod-
le vztahů (7.3-1) a (7.3-4). 
Identifikované parametry jsou: R, RFe, Lσ a  Lµ, dále pak výška drážky h. Hodnotu statorové-
ho odporu považujeme za známou, protože ji lze velmi snadno změřit. 
V případě identifikace pouze na momentovou, resp. proudovou charakteristiku budou hodno-
ty parametrů RFe a Lµ uvažovány známé, vypočtené podle vztahů (7.3-22) a (7.3-23) pro hodnoty 
U = 230,9 V, I = 2,05 A, R1 =3,2 Ω a ϕ = 1,45 rad. Důvodem je, že identifikace pouze na mo-
mentovou, resp. proudovou charakteristiku je prakticky nemožná, jak plyne z předcházející kapi-
toly. Hodnoty RFe a Lµ jsou tedy uvažovány jako předem známé proto, aby vypočtené charakteris-
tiky proudové, resp. momentové alespoň trochu odpovídaly reálným průběhům.  
Pro identifikaci bylo provedeno měření momentové charakteristiky s reverzací rychlosti,  
tj. od  skluzu 1,76 do skluzu nula. Na Obr. 7.4-1 jsou tyto průběhy zobrazeny s vyznačením jejich 
diskretizace. Při měření byl použit jeden přídavný setrvačník a tak oteplení rotorového vinutí  
by mělo být shodné jako v případě, kdy měření bylo provedeno se čtyřmi setrvačníky v rozsahu 
skluzu od nuly do jedničky. Diskretizace momentové a proudové charakteristiky je provedena 
proto, aby výpočty GA a tím i samotná identifikace byly rychlejší. Charakteristiky vyznačené 
plnou čarou jsou složeny z řádově tisíců měřených bodů, proto je nutné provést diskretizaci (pře-
vzorkování) změřených charakteristik, v našem případě na 50 měřených bodů. 
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Obr. 7.4-1: Změřená momentová a proudová charakteristika, a jejich diskretizace (*). 
 
7.4.1 Identifikace pouze pomocí momentové charakteristiky 
Při této identifikaci porovnáváme změřenou momentovou charakteristiku, s rovnicí momen-
tové charakteristiky (7.1-4). Vyhodnocovací funkce má tvar: 
 










Na Obr. 7.4-2 jsou zobrazeny změřené momentové, resp. proudové charakteristiky 
a charakteristiky vypočtené na základně identifikovaných hodnot. Identifikované parametry jsou 
uvedeny v Tab. 7.4-1. 
Z průběhů je zřejmé, že v případě, identifikujeme-li parametry náhradního zapojení pouze 
na momentovou charakteristiku, potom vypočtená proudová charakteristika vychází nižší než  
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Obr. 7.4-2: Porovnání změřených (*) a vypočtených (červená) momentových a proudových 
charakteristik, identifikace na moment. 
 
7.4.2 Identifikace pouze pomocí proudové charakteristiky 
Při této identifikaci porovnáváme změřenou proudovou charakteristiku, s rovnicí momentové 
charakteristiky (7.1-5). Vyhodnocovací funkce má tvar: 
 










Na Obr. 7.4-3 jsou zobrazeny změřené momentové, resp. proudové charakteristiky 
a charakteristiky vypočtené na základně identifikovaných hodnot.  Identifikované parametry jsou 
uvedeny v Tab. 7.4-1. 
Z průběhů je zřejmé, že v případě, identifikujeme-li parametry náhradního zapojení pouze  
na proudovou charakteristiku, potom vypočtená momentová charakteristika vychází vyšší než  
je skutečný moment motoru. 
Je dobré poznamenat, že rovnice proudové charakteristiky (7.1-5) zcela přesně prokládá mě-
řené body v celém rozsahu skluzu s chybou menší jak 100 mA na bod. Toto v případě momento-
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Obr. 7.4-3: Porovnání změřených (*) a vypočtených (červená) momentových a proudových 
charakteristik, identifikace na proud. 
 
7.4.3 Identifikace pomocí momentové a proudové charakteristiky 
Při této identifikaci porovnáváme změřenou momentovou a proudovou charakteristiku, 
s rovnicemi momentové a proudové charakteristiky (7.1-4) a (7.1-5). Vyhodnocovací funkce  
má tvar: 














Na Obr. 7.4-4 je provedeno porovnání změřené momentové, resp. proudové charakteristiky 
s charakteristikou vypočtenou na základně identifikovaných hodnot. Při této identifikaci byly 
parametry RFe a Lµ předem zadány, obdobně jako v předešlých případech identifikace. Identifiko-
vané parametry jsou uvedeny v Tab. 7.4-1. 
Na Obr. 7.4-5 jsou zobrazeny změřené momentové, resp. proudové charakteristiky 
a charakteristiky vypočtené na základně identifikovaných hodnot. Při této identifikaci byly 
všechny parametry proměnné, kromě hodnoty statorového odporu R1.  
Z porovnání Obr. 7.4-4 a Obr. 7.4-5, tj. i z parametrů v Tab. 7.4-1, je zřejmé, že předpoklad, 
že parametry RFe a Lµ jsou předem dány a neidentifikují se pomocí GA, je oprávněný. Protože 
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Obr. 7.4-4: Porovnání změřených (*) a vypočtených (červená) momentových a proudových 
charakteristik, identifikace na proud a moment. 
 
Obr. 7.4-5: Porovnání změřených (*) a vypočtených (červená) momentových a proudových cha-
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7.4.4 Porovnání identifikovaných parametrů 
Z porovnání identifikovaných parametrů v Tab. 7.4-1 a jim příslušným obrázkům je zřejmé, 
že identifikace jen a pouze na jednu změřenou charakteristiku je prakticky nemožná. Při identifi-
kaci pouze na momentovou charakteristiku dostáváme lepší výsledky oproti identifikaci pouze  
na proudovou charakteristiku. 
Ukazuje se, že je možné předpokládat parametry RFe a Lµ při identifikaci konstantní a předem 
známé, určené např. ze zkoušky naprázdno. 
Při porovnání výsledků s metodou naprázdno a nakrátko, dostáváme řádově shodné výsled-
ky. Touto metodou nelze zjistit vliv skinefektu na měřené charakteristiky. 
Na Obr. 7.4-6 je zobrazeno porovnání změřené momentové a proudové charakteristiky s vy-
počtenými charakteristikami s parametry ze zkoušky naprázdno a nakrátko. Je vidět, že vypočte-
né křivky relativně dobře popisují chování motoru pouze v rozsahu skluzu od 0,2 do nuly.  
 
Obr. 7.4-6: Porovnání změřených (*) a vypočtených (červená) momentových a proudových cha-
rakteristik, parametry ze zkoušky naprázdno a nakrátko. 
Tab. 7.4-1: Porovnání identifikovaných parametrů. 
f = 50 Hz, R1 = 3,2 Ω 
Lµ [H] RFe [Ω] R [Ω] Lσ [mH] h [mm] Způsob identifikace 
0,359 1248,88 2,08 26,03 21,25 Moment 
0,359 1248,88 2,69 4,61 18,87 Proud 
0,359 1248,88 1,36 19,66 22,52 Moment + proud  
0,369 1429,21 1,35 19,71 22,54 Moment + proud Identifikovány byly zároveň parametry RFe a Lµ. 
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 Přesná identifikace parametrů R a Lσ v závislosti na skluzu 7.5
Cílem této identifikace je nalézt takovou závislost parametrů R a Lσ na skluzu, aby změřené a 
vypočtené charakteristiky byly totožné. Prakticky tato identifikace probíhá tak, že je identifiko-
ván každý změřený bod separátně, tj. identifikované parametry jsou platné jen a pouze pro daný 
identifikovaný bod (skluz) momentové a proudové charakteristiky.  
Zdůvodnění volby parametrů R a Lσ: 
• RFe a Lµ nemají na tvar momentové a proudové charakteristiky velký vliv, 
• R se skluzem roste vlivem skinefektu a jeho růst způsobuje posuv momentu zvratu. 
• Se skluzem vlivem skinefektu roste činitel vazby a rozptylová indukčnost Lσ klesá. 
Závislosti R a Lσ na frekvenci, tj. skluzu, nebudou počítány podle klasických rovnic (7.3-1) a 
(7.3-4), ale budou výsledkem samotné identifikace. 
Při této identifikaci uvažujeme parametry RFe a Lµ opět známé. Tentokrát je vezmeme  
z Tab. 7.4-1 poslední řádek pro identifikaci na moment a proud, protože tyto nejlépe odpovídají 
oběma charakteristikám.  
Na Obr. 7.5-1 je zobrazena identifikovaná závislost rotorového odporu a rozptylové indukč-
nosti na skluzu. Závislosti R a Lσ na skluzu jsou relativně spojité, tj. nedochází ke skokům hodnot 
R a Lσ pro různé hodnoty skluzu, proto lze předpokládat, že tento typ identifikace je možný a 
výsledky jsou reálné. 
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Obr. 7.5-2: Porovnání závislosti rotorového odporu na skluzu pro různé typy identifikace. 
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Na Obr. 7.5 2, resp. Obr. 7.5 3 je provedeno porovnání závislosti rotorového odporu, resp. 
rozptylové indukčnosti na skluzu pro různé typy identifikace. Závislosti rotorového odporu, resp. 
rozptylové indukčnosti na skluzu, tj. frekvenci počítáme podle vztahů (7.3-1) resp. (7.3-4).  
Z porovnání průběhů na obrazcích je vidět, že pro skluzy větší 0,8 tyto rovnice relativně dobře 
popisují závislost rotorového odporu a rozptylové indukčnosti na skluzu. 
Růst rotorového odporu v oblasti skluzu 0,6 až 0 lze vysvětlit růstem teploty vinutí. Oteplení 
rotorového vinutí, vypočtené z porovnání rotorových odporů  pro skluzy 0,6 a 0, dosahuje 25 K. 
V oblasti 1,8 až 0,8 roste odpor hlavně vlivem skinefektu v rotorových tyčích. 
Růst rozptylové indukčnosti v rozsahu skluzu od 0,1 až 0 je dán nepřesností identifikace.  
Je si třeba uvědomit, jak vypadá náhradní zapojení rotorové strany, viz Obr. 7.1-2, tj. sérově spo-
jená rozptylová indukčnost s rotorovým odporem, jenž je nepřímo závislý na skluzu. V oblasti 
velmi nízkých skluzů převládá poměr R/s nad velikostí rozptylové reaktance. Proto může rozpty-
lová indukčnost v rozsahu těchto skluzů nabývat teoreticky libovolných hodnot.  
Pokles rozptylové indukčnosti Lσ v oblasti skluzu 1,8 až 0 má zásadní vliv na tvar momento-
vé a proudové charakteristiky. Bez tohoto poklesu nelze dosáhnout souběhu změřených a vypoč-
tených charakteristik. Přesné fyzikální zdůvodnění tohoto poklesu je velmi obtížné. Nejschůdněj-
ším vysvětlením je růst činitele vazby mezi statorem a rotorem se skluzem díky skinefek-
tu. Rotorový proud v tyčích je vytlačován blíže k povrchu, viz Obr. 7.5-4, tj. blíže ke statorovému 
vinutí a tudíž pravděpodobně dochází k růstu vazby mezi statorovým a rotorovým vinutím a tím 
k poklesu rozptylové indukčnosti. 
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8 ZÁVĚR 
Dizertační práce je rozdělena na tři části: 
• Využití zcela nové metody při návrhu a analýze vinutí střídavých strojů. 
• Hardwarové i softwarové zdokonalení akcelerační metody měření momentových charakte-
ristik asynchronních motorů. 
• Vypracování nové metody identifikace náhradního zapojení ASM, založené na variaci pa-
rametrů v závislosti na skluzu, pro přesnou identifikaci parametrů R a Lσ. 
 
V první části dizertační práce je vypracována nová metoda návrhu a analýzy vinutí střída-
vých točivých strojů založená na novém způsobu výpočtu spřaženého magnetického toku. Je za-
veden pojem diferenciální hustota vodičů, jako matematický popis rozložení vodičů jedné fáze do 
drážek. Hustota vodičů může mít libovolný tvar, ale pro prakticky výpočty je nejvhodnější inter-
pretace ve formě Diracových impulzů a pravoúhlých impulzů majících šířku drážkové rozteče.  
Na základě hustoty vodičů lze velmi snadno spočítat činitel vinutí jakéhokoliv vinutí. Jsou zde 
odvozeny velmi snadno použitelné vztahy pro přesný návrh vinutí pomocí zadané maximální 
hodnoty magnetické indukce v statorovém zubu. Magnetická kontrola navrženého vinutí je pro-
vedena v programu ANSYS Maxwell.  
V části zaměřené na praktické měření momentové charakteristiky je využito akcelerační me-
tody pro změření momentové charakteristiky asynchronního motoru AOM060L02-016. Pro mě-
ření momentové charakteristiky bylo použito běžně dostupné laboratorní vybavení, tj. inkremen-
tální čidlo otáček s 500 pulzy na otáčku a osciloskop s vnitřní pamětí čtyř milionů bodů na kanál.  
Akcelerační metoda vychází z dynamické pohybové rovnice motoru. Během jeho rozběhu je mě-
řena rychlost, z které je vypočteno zrychlení a následně i vnitřní moment motoru. Hlavní výho-
dou této metody je minimální ohřev vinutí během měření oproti měření na dynamometru. Nevý-
hodou je, že je nutné velmi přesně měřit rychlost během rozběhu, aby vypočtená momentová cha-
rakteristika odpovídala momentové charakteristice motoru. Pro zpracování měřených dat je pou-
žit B-spline. Je provedeno porovnání změřených momentových a proudových charakteristik  
na dynamometru a pomocí akcelerační metody pro ASM AOM060L02-016. 
Poslední část práce se zabývá přesnou identifikací parametrů náhradního zapojení asyn-
chronního motoru ve tvaru Γ-článku. Identifikace je založena na vzájemném porovnání změře-
ných a vypočtených momentových a proudových charakteristik. Pro nalezení parametrů motoru  
je použito genetického algoritmu v programu MATLAB. 
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Dosažené cíle disertační práce: 
• Byla vypracována nová metoda analýzy a syntézy vinutí střídavých strojů založena na no-
vém způsobu výpočtu spřaženého magnetického toku. 
• Novou metodou byl proveden návrh vinutí asynchronního motoru AOM060L02-016 a tento 
byl porovnán s klasickým způsobem návrhu. 
• Byla provedena kontrola navrženého vinutí v programu ANSYS MAXWELL. 
• Byla změřena momentová a proudová charakteristika asynchronního motoru pomocí akce-
lerační metody a výsledky byly použity pro přesnou identifikaci parametrů náhradního za-
pojení asynchronního motoru. 
• Byla provedena identifikace parametrů náhradního zapojení ASM ve tvaru Γ-článku  
ze změřené momentové a proudové charakteristiky pomocí akcelerační metody. 
 
Možnost dalšího rozšíření práce spočívá v: 
• Dále propracovat novou metodu pro návrh vinutí synchronních motorů s permanentními 
magnety. 
• Navrhnout synchronní motor s PM novou metodou a provést na něm kontrolní měření. 
• Dále propracovat teorii k identifikaci parametrů ASM se zaměřením na identifikaci všech 
parametrů náhradního zapojení jako funkcí skluzu. 
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PŘÍLOHY 
P-1 Diracova delta funkce 
Diracova delta funkce, viz [47], je spojitý lineární funkcionál přiřazující každé spojité funkci 
f(α) její hodnotu v bodě α0, značení: 
 
( ) ( ) ( ),, 00 ααααδ ff =−  (P-1-1) 
 
nebo v integrální formě: 






Rovnici  (P-1-2) lze přepsat na tvar: 
 












kde  ε   [-]  libovolné kladné nenulové číslo. 
 
Pro zjednodušení práce s delta funkcí a jejímu zápisu zavedeme značení: 
 
( ) ( ),00 αδααδ ≡−  (P-1-4) 
 
pak (P-1-3) můžeme přepsat na tvar: 
 












Zavedeme si značení pro sumu Diracových delta funkcí ve smyslu: 
 


















Pokud je funkce f(α) konstantní, tj.: 
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( ) ,ii Nf =α  (P-1-7) 
 
potom můžeme (P-1-6) přepsat na: 
 






















ααδα  (P-1-8) 
 
Zavedeme pojem Diracův impulz N0δ(α0) ve smyslu: 
 












resp. jednotkový Diracův impulz δ(α0): 
 











Součet absolutních hodnot Diracových impulzů ve smyslu: 
 






















ααδα  (P-1-11) 
 
Integrál Diracových impulzů chápeme jako jejich prostý součet podle (P-1-6), tj.: 
 


























ααδααααα  (P-1-12) 
 
kde index i prochází všemi úhly náležícím do intervalu 〈α1; α2〉. 
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P-2 Parametry motoru AOM060L02-016 
 
Tab. P-2-1: Parametry motoru AOM060L02-016. 
Štítkové hodnoty 
Výkon 2,2 [kW] 
Jmenovité napětí 400-Y [V] 
Jmenovitý proud 4,5 [A] 
Otáčky 2865 [min-1] 
Účiník 0,88 [-] 
Frekvence 50 [Hz] 
Účinnost 81 [%] 
Konstrukční údaje statorového svazku 
Vnější průměr 131 [mm] 
Vnitřní průměr 74 [mm] 
Délka svazku bez ventilačních kanálů 98 [mm] 
Počet drážek 24 [-] 
Drážka S5,8×9,65 
Rozměry drážky 5,8/7,3×9,65:1,5:3,0 
Materiál M700-50A/0,5 
Vodiče v drážce 47 
Vodič (druh LCIA) 1×Φ0,63/0,67 
Vinutí JS; 2p=2; m=3;y=1-12,2-11; 
a=1; ad=2 
Konstrukční údaje rotorového svazku 
Vnější průměr 73,4 [mm] 
Vnitřní průměr 30 [mm] 
Délka svazku bez ventilačních kanálů 98 [mm] 
Střední průměr kruhu nakrátko 53 [mm] 
Průřez kruhu nakrátko 206 [mm2] 
Vzduchová mezera 0,30 [mm] 
Počet drážek 19 [-] 
Drážka V6×14,25 
Rozměry drážky 6,0/1,5×14,25:0,5:1,0 
Materiál M700-50A/0,5 
Délka tyče rotoru 118 [mm] 
Materiál vinutí, druh vinutí hliník, jednoklecové 
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P-3 Délka střední indukční čáry v železe 
 
Na Obr. P-3-1 je zobrazen detail poloviny pólu dvoupólového stroje, pro který bude délka 
střední indukční čáry vypočtena. 
Význam jednotlivých symbolů: 
 b1  [m]  výška statorové drážky, 
 b2  [m]  výška rotorové drážky, 
 h1  [m]  výška statorového jha, 
 h2  [m]  výška rotorového jha. 
 
 
Obr. P-3-1 Detail střední siločáry v železe, převzato z [PAT]. 
Samotná siločára je podle Obr. P-3-1 rozdělena na tři úseky. Délky úseků l1 a l2 jsou obecně 
závislé na úhlu α, toto neplatí v případě úseku l3. 
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Je třeba poznamenat, že v úseku l3 není zcela úmyslně zahrnuta délka vzduchové mezery δ, pro-
tože tato není součástí feromagnetického obvodu. 























bhbrl α  (P-3-3) 
 
V případě vícepólového stroje je třeba délku úseků l1 a l2 podělit celkovým počtem pólových 
dvojic. Délka siločáry v železe obecného p-pólového stroje má tedy velikost: 
 
















kde  lFe(α)  [m]  funkce délky siločáry v železe v závislosti na úhlu α. 
 
Předchozí vztah zjednodušíme zavedením pomocných konstant: 
 
( ) .21 αα KKlFe +=  (P-3-5) 
 
















Protože výpočty s proměnnou délkou siločáry v železe jsou relativně obtížné, je vhodné za-
vést střední hodnotu délky siločáry v železe lFe: 
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P-4 Spřažený magnetický tok při proměnné délce střední siločáry 
 
Postup odvození spřaženého magnetického toku při uvažování proměnné délky střední silo-
čáry, tj. rovnice (P-3-5), je totožný s postupem uvedeným v kapitole 3.4. 
Výsledné rovnice pro výpočet spřaženého magnetického toku mají tvar: 
 
( )






















































nkrIlΨ  (P-4-2) 
 
kde  Ψ 3  [Wb]  spřažený magnetický tok vinutí při proměnné délce střední siločáry vycházející 
   z rovnice (3.4-2), 
 Ψ 4  [Wb]  spřažený magnetický tok vinutí při proměnné délce střední siločáry vycházející 
   z rovnice (3.4-6). 
Výpočet spřaženého magnetického toku na základě rovnice (P-4-1) resp. (P-4-2) je náročný. 
Rozdíl v použití konstantní a proměnné délky střední siločáry je zanedbatelný s ohledem na to,  
že v obou případech uvažujeme lineární magnetické materiály. Dalším důvodem je, 
že rozvineme-li hustotu vodičů do Fourierovy řady, tak obecně integrály typu sin(α)/α a cos(α)/α 
nejsou řešitelné analyticky, protože tyto integrály nelze vyjádřit pomocí elementárních funkcí,  
viz [48]. Prakticky to znamená, že je nutné je vždy řešit numericky. 
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